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FOLHA DE QUESTOES

Area: Numero de C.P.F
Var(Y) =Var(X;) + Var(X;) + -+ Var(X,,)

Var(Y) = pq +pq + -+ pq = npq
c)
Seja a varidvel aleatéria P definida como P = %, em que Y tem distribuigdo Binomial com E(Y) = np

eVar(Y) = npq. Assim,

Y 1
E(P) =E(—) ——EM) =Ly
n n n
e
Y 1 n
VaT(P) = VaT (—) - —ZVCI,T(Y) = qu = ﬁ
n n n n

QUESTAO 05: (1 PONTO) Sejam X e Y variaveis aleatérias no mesmo espaco de probabilidade. A
covariancia entre X e Y é definida por

Cov(X,Y) = Oxy = E[(X —ux)Y — puy)l;
Desde que as esperancas, presentes na expressao, existam.

a) (0,3 PONTO) Demonstre que Cov(X,Y) = E(XY) — uxuy.

b) (0,7 PONTO) Resultado: Se X e Y sdo variaveis aleatdrias independentes, entdo Cov(X,Y) = 0.

A reciproca desse resultado ndao é verdadeira, isto é, covariancia nula ndo implica
independéncia entre as varidveis. Considere a funcdo de densidade de probabilidade conjunta,
dada pela equacédo (1) e sua regido de definicdo de densidade plotada na Figura 1. Mostre que
a reciproca do resultado acima n3o é verdadeira.

4, se0<y<x;x+y<l1,
0, caso contrario

fy) ={ &
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Figura 1. Regido de definigdo da fungdo de densidade f(x, y).

CHAVE DE CORRECAO

a)
Cov(X,Y) = E[(X —pux )Y —py)]
Cov(X,Y) = E[(XY — uxY —uyX + pxpy)]
Cov(X,Y) = E(XY) — uxE(Y) —uyE(X) + pxuy
Cov(X,Y) = E(XY) — pxuy
b) A marginal de Y é calculada pela expressao:

1-y

1
) =j 4dx = 4[1—-y) —y] = 4—8y para O<y<§
y
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A marginal de X é calculada por partes:

e O<x<1i
2
X
fX(x)=f4dy=4x
0
] le<1
2
1-x
fx(x) = f 4dy =41 —x) = 4—4x
0
Logo,

1
4x,se0<x<§

x) = 1
fx () 4 — 4x, seESx<1
0, sex< OQoux= 1
1/2 1
E(X) j4d+J(4 PRl Y PRSI S S I
= —_ = —_— —_—— =— X — —_—— = — X —
xoxaxw | X x)ax =3 S 3°3 3727373
0 1/2 0 1/2
_1
2

1/2

E(Y) =f y(4—8y)dy = (2y2 —23/3)

0
0

1-y

1
E(XY) = ay( [ xax|ay = [ 2510 - 7 - vy =
y 0

ORNIH

1-y
f (4xy)dxdy =
y

ORNIH

1/2

1
2 4 3
y
j(Zy —4y*)dy = (yz - T)
0

Logo, Cov(X,Y) = E(XY) —E(X)E(Y) = — —>x= = 0.
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Tem-se, entdo, que Cov(X,Y) = 0, mas X e Y ndo sdo independentes, pois
fxy () # fx(O)fy ().

QUESTAO 06: (1,5 PONTO) Seja x5, X5, ..., X, uma amostra aleatéria de tamanho n da distribuigdo

1 -*
exponencial, a qual tem funcao densidade de probabilidade fX(x; A= 2 e 41,ondex >0eA>0.

a) (0,5 PONTO) Encontre o valor esperado da variavel aleatéria X.
b) (0,5 PONTO) Obtenha o estimador de maxima verossimilhanca para o valor esperado da
variavel aleatdria X.

c) (0,5 PONTO) Obtenha a distribuicdo assintdtica do estimador de maxima verossimilhanca de A.

CHAVE DE CORRECAO

+ 00

1 _x [t _x
fo(x;/l)dx=f x(—e ﬂ)dx=—U xe Zdx
0 A AlJo

+00

X

E[X] =f0

X
Integrando por partescomu =x edv =e 2dx,demodoquedu =dx e v=—Ae 7,

podemos encontrar

E[X] =%[x (—l€_§ )l(“)LOO —fo

+ 00 + oo x

X X X
—Aeidx=—xel|5’°°+f e % dx =
0

X
~ - y . . . ~ X
Note que a expressdo —xe » |¢> é zero, pois ao substituirmos +oo na expressdo —, temos
—er

. . ~ . co ~ . ~
uma indeterminacdo do tipo ~, @ como as funcGes do numerador e denominador sdo

derivaveis, sendo que a derivada do denominador é diferente de zero. Assim, podemos aplicar

a Regra de L'Ho6pital para obter

x—}-rpnoo —eX/A x—1>5-n00 (- ex/l)’ B x_g'noo 1 x/A S
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b)

Do item a), tem-se que o valor esperado da varidvel aleatdria X é A, entdo serd a questdo fica
reduzida a encontrar o estimador pelo método de maxima verossimilhanca para o parametro A.
Logo, a funcdo de verossimilhanga de A considerando uma amostra observada x4, x5, ..., X, € dada
por:

1 =] [resn = 1) =10g (ﬂf(xi;@) = > log(f Gxis D),
i=1 i=1 i=1

Logo, segue que: [(1) = —nlogd — —Zl 1 X;. Assim, para encontrarmos, o estimadori que maximize

a funcdo I(4), devemos encontrar a raiz da equag¢do de verossimilhanca, ou seja, lO\)h 2=0,

assim, segue:
d 1. 1¢@n
ﬁl(}‘):_ni+x_2 nx=0=>-nA+¥Yt x,=0 :>7\——ZL 1% = X.

Dai, A = X é candidato a estimador de maxima verossimilhanca de A.

. 2, - . - (e dazi(n)
Para verificarmos se A é um ponto de maximo de (1), é necessario verificar se —— T3z l,=z < 0, assim
n 2

dZi1(a
D =L _2yn 4 <.

segueque,wlxz;\ =5

Portanto, o estimador de méxima verossimilhanca (EMV) de A é A = X.

c)

Uma das propriedades do estimador de maxima verossimilhanga é a Normalidade Assintoética, ou seja,
considerando que sdo satisfeitas as condicdes de regularidade, quando o tamanho da amostra for
suficientemente grande, a distribuicdo assintética do estimador de maxima verossimilhanga, A, pode
ser aproximada por:

Vn (7\ 7\) N ( ] (7\)) © A~N </1, i, (7\)) (aproximacao assintdtica)
em que Iz(A) é a informagdo de Fisher. Temos, entdo: [(1) = log(f(x; /1)) =—logA —%x =
d 1 1 d 1 1
LI = -7+ 5x e () =5 — Zx,assim, [;(A) = —E [Mzz(x)] —E| - X|= -5+
2EX]=—-2+2A==

2
Portanto, a distribui¢3o assintdtica do EMV A é dada por A ~ N (7\ /11)



