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QUESTAO 07: (1 PONTO) Seja X uma variavel aleatéria normalmente distribuida com média u e
variancia, % = 100 . Um pesquisador pretende testar as seguintes hipdteses:

Hy:u =75 contra
H,:u<75

Para isso, é retirada de X uma amostra aleatdria de tamanho n = 25. Considerando que H, sera
rejeitada caso a média amostral seja menor ou igual a 70 (limite da Regido Critica, RC), determine:

a) (0,4 PONTO) o erro tipo | e sua probabilidade («).

b) (0,4 PONTO) o erro tipo Il e sua probabilidade (), supondo o caso especifico, em que u = 68,
ou seja, £(68).

c) (0,2 PONTO) Com base na amostra obtida da varidvel aleatdria X, obteve-se X = 72. Calcule o
valor p do teste. Essa informacgao sugere que a média verdadeira seja menor que o valor-alvo

estabelecido?

OBSERVAGAO: A Tabela da distribuicio Normal padr3o esta anexada ao final da prova para consultas.

CHAVE DE CORRECAO:

a) A Regido Critica (RC) referente ao problema é dada por RC = {y € R| y < 70}. O erro de tipo |,
pode ser descrito da seguinte forma:

Erro de tipo I: Dizer que a média é menor e igual a 70, enquanto na verdade, ela é de fato igual a 75.
Dessa forma, a probabilidade de se cometer o erro | pode ser determinada por:
P(errol) = P(X € RC| H, é verdadeira) = .

Sob H, verdadeira, tem-se que X possui distribuicdo normal com valor médio igual a 75 e desvio

padrio dado porogz = o/\/n= 10/V/25 = 10/5 =2, isto é, X ~ N(ugz = 75,0)% = 4). Assim,
segue que:

a=P(errol) = P(X <70 | X~ N(75,4))

70 — 75
= P(ZST), Z ~ N(0,1)

= P(Z<-25) = ®(=2,5) = 0,0062 = 0,62 %
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b) O erro tipo Il pode ser descrito da seguinte forma:
Erro tipo II: Dizer que a média é maior que 70, sendo que de fato a média é igual a 68 (4 = 68).
A probabilidade de se cometer o erro tipo Il, é entdo calculada da seguinte forma:
P(erroll) = P(X & RC | H, é verdadeira) = (68)
Sob H; verdadeira, tem-se que av.a. X étalque X ~ N(ugz = 68, 0,% = 4). Assim, segue que:

P(erroll) = P(X > 70| X ~ N(68,4))

70 — 68
=p(z>—>)

=1-P(Z<1)
=1 —®(1)
= 1- 08413 = 0,1586 = 15,86% = B(68)

c) Para o cdlculo de valor p, segue pela definigcao que:
_ 72 —75 3
valorp=P(X< 72 | u = 75) = P(Z ST) = P(Z < —§> = ®(—1,5) = 0,0668

~ valor p = 0,0668.

E conclui-se que, estabelecido o valor do nivel de significancia «, o pesquisador ndo deve rejeitar a

hipotese H, se o valor p = 0,0668 > a. Caso contrario, se o valor p = 0,0668 < a, rejeita -se a

hipétese H,, , em favor da Hipdtese alternativa, H,.

QUESTAO 08: (1,5 PONTO) Um dos modelos mais empregados em andlise de dados é o modelo de

regressao linear. Quando temos somente uma variavel auxiliar ou regressora x, temos o modelo de

regressao linear simples, dado por: Y; = 5, + f1x; + €;, em que Y; é o valor da varidvel resposta Y, B,

e [; sao os parametros do modelo, x; é o valor pré-fixado da varidvel explicativa x (x; é constante

conhecida), €; € um termo de erro aleatério, com média 0 e variancia constante o?. Além disso, os erros

aleatodrios €; sdo ndo correlacionados, ou seja, Cov(ei,ej) =0, paratodoi #j, comi,j=1,.., n.

Frequentemente, assumimos que os erros possuem distribuicdo normal, ou seja, £;~N (0, 52). Assim,
pode-se mostrar que a distribuicdo de probabilidade de Y; é dada por Y;|x;~N (B, + B1x;, 02).
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a) (0,7 PONTO) Seja (x1,Y1),(x3,Y3), ..., (x5, ¥) uma amostra aleatéria observada segundo o

modelo de regressdo linear simples apresentado, obtenha os estimadores de minimos
quadrados para os parametros 3, e /; do modelo.
b) (0,8 PONTO) Mostre que os estimadores de minimos quadrados ﬁo e ,@1 sdo ndo tendenciosos,

ouseja, E(By) = By e E(By) = PBo. Paratal, reescreva 3, como combinag3o linear de Y;, ou seja,

pr =T kY, comk; = (i~ %)

XL (—x)?

CHAVE DE CORRECAO:

a) Do modelo de regressao linear simples, temos que

& =Y, — Bo — Prx:.
O método de minimos quadrados consiste em encontrar os valores de 3, e f; que minimizam

a soma dos quadrados dos erros, definida por

S = Z g’ = Z(Yi — Bo — Brx:)*.

n n
=1 =1

Para encontrar esse minimo, precisamos derivar a fungdo S em relacdo a 8, e B, e igualar a

zero, ou seja, os estimadores de minimos quadrados 5, e f; devem satisfazer:

as -
—| =2 (h-fo-fix) =0
aﬁo Eﬂvﬁl i=1
e
as -
| =2 (o hrx)xi =0
Pilg,p, =

Simplificando, temos:
n n
D Vi=nfo=f ) x =0 (1)
(=1

i= i=1

n n n
Dou¥i=fo ) xi—fu ) xt =0, @)
i=1 i=1 i=1

o qual é denominador sistema de equagcdes normais.
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Pela equacdo (1), obtemos

E substituindo na equacdo (2), temos

n Y n X n n
xiYi_< l:ll L= B LGl l)in—B1zxi2=0
1=

i=1

:ixm Ynzl %, O 1x>2 Bi

i=1 i=1

:z”,_llyzllxl_ [z _ Gk ]

n
i=1

Portanto,
X; Y;
ﬁ ?=1xiYi_—l L ln =1
! no2 B x)?
i=1xl n
e
Bo = Y — p1%,

v _1lyn = _1lyn
ondeY =01 Y X =—0=1 %

b)

n
E(ﬂ’\l) = E (z kln) = E(k1Y1 + k2Y2 i knYn) =
i=1

E(B) = K E(R) + B () + -+ kB (V) = ) (YD),

i=1

Conforme apresentado no enunciado, e pode-se mostrar também, E(Y;) = B, + [1x;. Logo,

EB) = zn: kiE(Y;) = zn: ki(Bo + B1x1) = Bo Zn: ki + B zn: ki x;.
i=1 i=1 i=1 i=1

Temos que

- o -0 Y (q-0)  Yhix—nk
z kl Z Zl 1(xl - x) Z?:l(xi - f)z - Zlnzl(xi - f)z B

i=1 i=
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n n _ _ ~
E k:x; = (xi — x)xi _ Zgl:l(xi - x)xi _ Zlnzl(xl,z - xxi)
[ A A .

g (g — )2 (=102 Y —%)?2
Desenvolvendo o numerador, temos:

n n
Z(x — Xx; :lez le x? fzxizixiz—nfz.

n n n
i=1 i=1 i=1 i=1 =1

e desenvolvendo o denominador, temos:

n n n n
Z(xi —x)? = lez — 29?29@ + nx? = lez — nx?2,
i=1 i=1 i=1 i=1

Entdo,

n

Zk'x' _ Z?=1(xi2 — Xx;) —1
F ?:1(951' — x)? .

i=1

Assim, concluimos que
n n
) =Fo ) ki+fr ) kixi=fr
i=1 i=1
Agora, queremos mostrar que E (8o) = fo.

Y; A
E(Bo) = E(Y — p1%) = E( L )—xE(51)=

(Yl +Y2 + "'+Yn
n

) - fE(ﬁAl) = %E(Yl +Y 4+ + Yn) _ fE(.él) —
1 e
_ EZ E(Y,) - %E(f) = EZ(/BO B — B =

1 n
—=|nBo +Blle’] — B1X = Bo + B1X — f1X = Po.
i=1

n




