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FOLHA DE QUESTOES COM CHAVE DE CORRECAO

Area 11: Matemitica Numero de C.P.F:

OBSERVACOES:

(i) SEGUEM ABAIXO 20 (VINTE) QUESTOES DISCURSIVAS, DENTRE ESSAS, O
CANDIDATO DEVE ESCOLHER NO MAXIMO 10 (DEZ) PARA RESOLVER.

(ii) CADA QUESTAO TERA PONTUACAO MAXIMA DE 1 (UM) PONTO.

(iii) CADA QUESTAO DEVERA SER IDENTIFICADA NA FOLHA DE RESPOSTA.

(iv) SOMENTE SERAO CORRIGIDAS AS 10 (DEZ) PRIMEIRAS QUESTOES QUE

POS%UI/REM DESENVOLVIMENTO NA FOLHA DE RESPOSTAS, AS DEMAIS
SERAO DESCONSIDERADAS.

Questao 1 (1,0 ponto). Faga o que se pede:

a) Sejam K C R compacto e F C R fechado. Prove que existem zy € K e yo € F tais que
lzo — yo| < |z — y| paratodo x € K ey € F.

b) Seja > .7 a; uma série convergente, com a; > 0 para todo ¢ € N. Encontre o valor do
limite da sequéncia A
D en 4 (—=1)"

n In(a,)

Tpn =

Uma solugao: Solugio do item (a): Seja m = inf {|xr —y|: x € K,y € F}. Por defini¢ao de
inf existem sequéncias (z,) C K, (y,) C F tais que |z, — y,| — m. Como K é compacto, a
menos de subsequéncia, podemos assumir que x, — ro € K. Agora, note que,

Yn| < |20 — yn| + |20,

e isso implica que (y,) ¢ limitada. Entao, por Bolzano-Weierstrass, a menos de subsequéncia,
podemos assumir que ¥,, — Yo, € como é F' é fechado deduzimos que y, € F'.
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Finalmente, observe que

|zo — yo| = lim |z, — yp| = m < |z —y|,Vax € K,Vy € F.

Solugao do item (b): Como Zai converge, a sequéncia a,, — 0. Logo,
i=1
(=1)"

pu— ]_‘ pu—
In(ay,) 0= lim In(ay,) 0

limin(a,) = —oco = lim

Por outro lado, a fungao e” é continua em [0, 1], e portanto integravel segundo Riemann em
[0,1]. Dessa forma, sendo P : 2y =0< 1/n <2/n,--- < (n—1)/n < n/n = x, uma partigdo

de [0, 1] obtemos que
1

limM = /exdx =lelg=e—1.
n
0

Portanto,
limz, =e—1.

Questao 2 (1,0 ponto). Mostre que todas as solucoes de 2y’ + zy = 2 tendem a um limite
quando x — 400 e encontre esse limite.

Uma solugao: Dividindo por 2 a equacao diferencial, temos

x
y+oy=1 (1)
2
x 1’2
Logo, o fator integrante ¢ p(z) = e/ 3% = ¢, Entdo, multiplicando a equacio (1) por u(z),
resulta
eTy/ + EeTy = e 4

2
~ N . . , . L . ,
A expressao a esquerda na igualdade acima ¢é a derivada de e 7y, isto ¢,
e — 4 y = e 4 .
dx

Integrando a expressao anterior no intervalo [zg, x|, obtemos que

x

T z2 2
eTy(z) — et y(zg) = /e4ds.

Zo
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Logo, a solugao da equacao diferencial é

52

f;f) etds 2 o3

y(@) = =—F— +e Ty(z)er.
e 4

Dado que
x
52 (1)2
lim etds =400 e lim e+ = +o0,
T—r+00 T—r+00

Zo

podemos aplicar a regra de L’Hospital no primeiro termo da solucao para obter o seguinte
limite:

z 52
i et
m )= lm + hm e 1yx
x—)—f—ooy( ) T—+00 6% T—+00 y( 0)
22
. 4
= lim s +0=
r——+00 'T@T

Portanto, as solugoes da equacao diferencial convergem para 0 quando x — +o0.

Questao 3 (1,0 ponto). Seja f um polinoémio irredutivel sobre um corpo K algebricamente
fechado. Mostre que f tem grau 1.

Uma solugao: Seja f € K[z| um polinomio irredutivel. Como K é um corpo algebricamente
fechado, segue que existe a € K tal que f(a) = 0. Logo, (x — a) divide f(z), isto ¢, existe
g € Klz] tal que

f(z) = (z —a)g(x)
No entanto, f é irredutivel, entao g é um polinomio constante nao nulo, ou seja, existe b € K
tal que g(x) = b, para todo x € K. Assim,

f(z) =bx —ba
onde —ba é constante. Portanto, f tem grau 1.

Questao 4 (1,0 ponto). Seja a : I — R? uma curva regular. Entao o trago de a esté contido

: . : . . 1
numa circunferéncia de raio a > 0 se, e s0 se, a tor¢ao é nula e a curvatura é constante igual —.
a

Uma solugao: (=) Suponha que « estd parametrizada por comprimento de arco tal que a([)
estd contido em uma circunferéncia de centro ¢ e raio a, isto é, ||a(s) — ¢||* = a®. Dado que «
é uma curva plana, temos que a torgao 7(s) = 0 para todo s € I e

(a(s) — e, by =0,
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onde b é o vetor binormal constante. Derivando duas vezes a expressao ||a(s) — ¢||? = a?,

obtemos
(d(s),a(s) —c)y=0 e (a"(s),a(s)—c)=—1.

Podemos observar que «a(s) — ¢ é ortogonal aos vetores tangente £(s) e binormal b. Segue entao
que a(s) — ¢ é paralelo ao vetor normal n(s) e, pela ultima igualdade, resulta que

la”(s)llller(s) — el =1
k(s)a =1,

onde k(s) denota a curvatura de a. Portanto, a torgao é nula e a curvatura k(s) é constante
igual a 1/a.

(<) Suponha que « tem tor¢ao 7 nula e curvatura k(s) = % constante para todo s € I.
Consideremos a aplicacao diferencidvel f : I — R3 definida por f(s) = a(s) +a n(s), para todo
s € I. Vamos mostrar que f(s) é constante. Pelas férmulas de Frenet, temos que

f'(s) = t(s) +an'(s)
(s) + a(=k(s)t(s) — 7(5)b(s)).

t
t

Dado que 7(s) = 0 e k(s) = 1/a, resulta que f'(s) = 0 e o vetor binormal b(s) é constante.
Portanto f(s) = ¢ é constante, a estd contido em um plano e

la(s) = ell = lla n(s)]| = a.

Questao 5 (1,0 ponto). Sejam V um espaco vetorial real de dimensao 3 com produto interno
eT : V — V um operador linear. Prove que se T' é auto-adjunto, entao a representagao
matricial de T" é simétrica..

Uma solugao: Sejam 3 = {v;,v5,v3} uma base ortonormal de R® e T um operador
auto-adjunto em R3. Como

T(v1) = a11v1 + a21v2 + az1vs
T(’UQ) = a12V1 + 92V + a32U3
T(Ug) = 13V1 + Q93U + A33V3
a representacao matricial de T' é
5 a1lx a2 a3
[T]g = |Q21 0«22 23
az1 asz ass

Como T' é auto-adjunto, segue que
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aig = (T(vi), v5) = (vi, T(v)) = aji

para todo 7,5 € {1,2,3}. Logo,
15 = ([T)5)"
ou seja, a reperesentacao matricial de 7' é simétrica.

Questao 6 (1,0 ponto). Faca o que se pede:

a) Seja f : U — R continua no aberto U C R?, tal que (z*+y*) f(z,y) + (f(z,y))® = 1 para
qualquer (z,y) € U. Prove que f é de classe C.

b) Seja f : R — R uma fungao continua e periddica com periodo p > 0, isto é, f(z+p) = f(zx)
para todo x € R. Prove que

P P
/f(x +y)dr = /f(m)dm para todo y € R.
0 0

Uma solugao: Solugio do item (a): Defina a funcao F': U x R — R por F(z,y,2) = (z* +
y )z + 22 — 1. Entao, F € CY(U x R,R) e

F(z,y,2) = 2* +y* + 327
Note que se (zg,y0) € U e 2o = f(x0,y0), entao zo # 0, pois F(xo, Yo, 20) = 0. Além disso
FZ(Io,y(),Z()) = x% + yé + 323 > 32(2) > 0.

Aplicando o Teorema da Fungao Implicita, existem Vi C U x R, aberto contendo (xg, 3o, 20),
Up C U, aberto contendo (zg,yp), € uma tnica funcao g : Uy — R, com g¢(zg,%0) = 20, €
satisfazendo a seguinte propriedade

(l’,y,Z) E%GF(xay>Z) :Oﬁ(l',y) € erZ:g(fE,y)-

Além disso, o Teorema da Fungao Implicita garante que g € C'(Uy,R). Por outro lado, por
hipétese, F'(z,y, f(z,y)) = 0 para (z,y) € Uy, e pela unicidade de g segue que f(z,y) = g(z,y)
para todo (z,y) € Up. Disso segue que f é CL.

Solugao do item (b): Fazendo a mudanga de varidvel z = x + y obtemos que

pt+y

/pf(a:+y)dx= 7yf(z)dz:/Of(z)dz+/pf(z)dz+/f(z)dz. (2)

Y
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Fazendo a mudanca de variavel z = w + p segue que

7yf dz—/fw+pdw—/f /Of(w)dw:—/of(y)d%

e inserindo essa igualdade em (2) inferimos que

) p
/f(x-l—y)da: = /f(x)d:x
0 0

Questao 7 (1,0 ponto). Considere o problema de valor inicial

(2> = 9)y + 2y =0,
9(5) = Yo.

(a) Qual é o intervalo de validade da solugao y = y(x)?
(b) Qual é o limite de y = y(x) quando = — +00?

Uma solugao: A equagao diferencial é equivalente a

, x
+ =0. 3
vt oY (3)
O fator integrante da equacao acima é
w(x) = ef P = extnle® =9l — /33 g,

Multiplicando a equagao (3) pelo fator integrante p(z) = Va2 — 9, temos

229
172—9?//+L

que implica
d
@ (\/T_g y> -
X

Integrando a expressdo acima no intervalo [5,z] ou [z, 5], temos

va?—9 y(x) —4y(5) = 0.
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Logo a solugao é

4yo

= Tm =y

Solugao do item (a): Se yy = 0, entdo —oo < x < 400, isto é, intervalo de validade da
solugao é R. Se yo # 0, entao = > 3, isto é, o intervalo de validade da solugao é (3, +00).
Solugdo do item (b): lir_"l_’l y(z) = 0, pois ndo depende do valor de yq.
T—r+00

Questao 8 (1,0 ponto). Seja G um grupo finito. Mostre que se g € G, entdo g% = 1
(elemento neutro do grupo).

Uma solugao: Sejam G um grupo finito e g € G. Como H = (g) é subgrupo de G, pelo
Teorema de Lagrange, segue que:

G| = |G - H|[H]
Consequentemente, a ordem de g é igual a ordem de H, ou seja, ¢!l = 1. Portanto,
glGl = g\GiHHHI = (g\HI)\G:Iﬂ =1

como queriamos mostrar.

Questao 9 (1,0 ponto). Mostre que o helicéide e o catenoide sao superficies localmente
isométricas.

Uma solugao: A parametrizacao de um catenoide é dada por
X (u,v) = (acosh(v) cos(u),acosh(v)sen(u),a v), 0 <u < 2w, veER.
A parametrizacao de um helicoide é dada por
Y (u,v) = (vcos(u),v sen(u),a u), 0 <u < 2w, v € R.

Vamos fazer a seguinte mudancga de parametros, © = u, v = a senh(v) com 0 < u < 2r e v € R.
E possivel fazer esta mudanca, pois Y ¢é bijetiva e seu Jacobiano

pam |EE D0
a(u,v) = = = a cosh(v)
(u,v) o g 0 acosh(v)

nunca se anula. Logo, uma nova parametrizacao do helicoide é

Y (u,v) = (a senh(v) cos(u), a senh(v)sen(u), au).
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Segue que

Entao os coeficientes da primeira forma fundamental do catenoide sao
E =a*cosh’(v), F =0 e G = a®cosh(v),
e os coeficientes da primeira forma fundamental do helicoide sao
E =da*cosh®(v), F=0 e G = a*cosh(v).

Dado que as primeiras formas fundamentais coincidem, o catenoide e o helicoide sao localmente
isométricas.

Questao 10 (1,0 ponto). Seja p um inteiro. Mostre que se 6|p, entao 9|(p + 3)?" para todo
n € N.

Uma solugao: Como 6|p, existe um inteiro [ € Z, tal que p = 6/. Vamos provar, por indugao,
que a igualdade abaixo

(p+3)"=(6l+3)>"=9q,q€Z
vale para dodo n € N. No caso base n = 1, temos:
(6] +3)2 =361>+ 36l +9=941*+4l+1) =9q, ¢ € Z.
Como hipdtese, assuma que a afirmacao é valida para algum n = k > 1, ou seja,
(61 + 3)%* = 9¢s, qo € Z.
Vamos mostrar que a afirmacao é valido como passo indutivo para n = k + 1:
(61 4 3)2*+1D) = (6] + 3)%k+2 = (61 + 3)2*(61 + 3)% = 9¢19¢2 = 9(9q1¢2) = 9g3, 3 € Z.

Como queriamos mostrar.
Questao 11 (1,0 ponto). Mostre que:

a) Se f:[a,b] — R for derivavel em [a, b], com f’ continua e positiva em [a, b], entao

b 1 (b)
/ f(x)dz + / £ (y)dy = bf(b) — af(a).
a f(a)
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b) Se f e g sdo continuas em [a, b], entdo existe ¢ € (a,b) tal que

b

9(c) / F)dy = £(¢) / o(y)dy.

a

Uma solugao: Solugio do item (a): Fazendo a mudanca de varidvel u = f~!(y), obtemos que
f(uw)du =dy e

f(b) b b b
7 ()dy = / uf (w)du = [uf ()]’ / f(u)du = b (b) — af(a) - / f(2)da
f(a) a a a
Portanto,

b F(b)
[ @+ [ 5wy =br0) - afta)
a f(a)
Solugdo do item (b): Defina a fungao F' : [a,b] — R por

F(z) = /zg(t)dt/bf(y)dy—jf(t)dtjg(y)dy-

Pelo Teorema Fundamental do Célculo F é de classe C! e
b b
Fo)=gla) [ Sy~ ) [ gtw)dy.¥o € a1

Aplicando o Teorema do valor Médio, existe ¢ € (a,b) tal que
0= F(b) — F(a) = F'(c)(b - a),

e isso implica que
b

9(c) / f(y)dy = £(0) / o(y)dy.

a

Questao 12 (1,0 ponto). Seja S = {vy, v, ..., v, } um conjuto ortogonal de vetores nao-nulos
de um espaco vetorial finito V. Prove que S é linearmente independente.
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Uma solugao: Seja ajvi + asvs + ... + a,v, = 0. Fazendo o produto interno dos dois membros
da igualdade anterior por v;, segue que:

(aqv1 + aguy + ... + ayv,, v;) = (0, v;)
Assim,
ay (v1,v;) + ag (Va, V) + ... + ap (Vy, v;) =0

Como (v;,v;) =0 para i # j e (v;,v;) = 1 para i = j, temos a; (v;,v;) = 0 e, assim a; = 0 para
todo 1.
Portanto, a; = as = ... = a, = 0, ou seja, S é linearmente independente.

Questao 13 (1,0 ponto). Faga o que se pede:

a) Seja f : C — C uma funcao complexa analitica e suponha que f’(z) = 0 para todo
2e€Q={z€C:z=z+1iy,r € Qey e Q}. Prove que f é constante.

b) Se p é um polindmio de grau n, prove que

ep(z) dz = i /1 2 1" 1 p(1)
/m z=mi ((p'(1))? +p" (1)) "V,

B
onde y(t) = 2¢",0 < t < 2.

Uma solugao: Solugdo do item (a): Como Q é denso em R, para todo z € C existe uma
sequéncia (z,) C @ tal que z, — z. Como f ¢é analitica, f’ é continua, e portanto

0= lim f'(z) = f'(2),

Zn—Z

isto é, f'(z) = 0 para todo z € C. Isso implica que f é constante.
Solugdo do item (b): Desde que e?*) é uma funcio inteira, podemos aplicar a férmula integral
de de Cauchy para obter

eP(2) ep(2) o , ,
/mdz = /mdz = 7(613(1)>// — ((p/(l))Q —|—p/(1)) eP(1)

v v

Questao 14 (1,0 ponto). Determine a solu¢do da seguinte equagao:

(22%y + 27)y + (22y® + 2y) = 0.

10
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Uma solugao: Solu¢ao 1: Dividindo por 2 e fazendo fatoracao na equacao diferencial, temos

2¢(zy + 1)y + 2y(ay + 1) =0
(zy + )2y’ +y) =0

Podemos observar que y = —1/z é uma solugdo da equagao diferencial; caso contrario,

d
xy’+y=0<:>%(xy)20

S ay =C,

onde C' é uma constante. Logo, a solugao da equacao diferencial é da forma y(z) = C/x, onde
C é uma constante.

Solugdo 2: Se denotarmos N (z,y) = 222y +2x e M(z,y) = 2zy* + 2y, temos que a equagao
diferencial é exata, pois

oM  ON
il SV}
oy ox Y+

Logo, existe uma funcao ¢(z,y) tal que a solucdo y = y(x) da equagdo diferencial verifica

e, y(z)) = C,

dp dp

onde C' ¢é uma constante. Vamos encontrar a fungao ¢(z,y). Integrando na primeira equagao
de (4) em relagao a z, obtemos

ple.y) = [ Mle,p)ds + ho) =27 + 20y + h(w)
onde h(y) é uma fungao dependendo de y. Substituindo a fungao p(z, y) encontrada na segunda

equacao de (4), temos

0 dh dh
—¢:2x2y+2$ & W+ 2w+ —=U¥W+2r & — =0.
dy dy dy

Segue que h(y) = Cy, onde C} é constante. Assim,

o(x,y) =C & 22> + 22y + O, = C
S+ 2y +1=C—-C+1
S (ay+1)°=C-C +1
& xy = Cy,

onde Cj é uma constante. Portanto, a solugao é da forma y = Cy/x.

11
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Questao 15 (1,0 ponto). Sejam M; e M, subanéis de um anel A.
a) Prove que M; N M; é subanel de A.
b) Prove que M; U M, é subanel de A se, e somente se, M; C My ou My C M.

Uma solugao: Solugdo do item (a): Sejam M; e M, subanéis de um anel A. Note que,
0 € MyN M, pois0 € My e 0 € My. Agora, para x,y € M N M, tem-se x,y € My e x,y € M.
Comozx—y € Myex—y € M e, ainda zy € M; ¢ xy € My concluimos que x —y € My N M,
e xy € My N M;, como queriamos provar.

Solugao do item (b): (<) De fato, se My C M,, entao My N My = My é subanel de A. Por
outro lado, se My C My, entao My N My = M; é subanel de A.

(=) Vamos admitir que M; U M, é subanel de A e M; ¢ M,. Note que, para todo msy € M,
podemos considerar my € M\ My, de tal forma que m;—my € MyNM,. Porém, mi—mqy ¢ Mo,
pois caso contrario,

myp = (m1 — m2) + mey € Mg,
uma contradi¢ao. Logo, m; — my € M e, assim
mo = M1 — (m1 - mz) S ]\41

Portanto, M, C M;.
Analogamente, se My U M, é subanel de A e My ¢ M, entao My C M.

Questao 16 (1,0 ponto). Faga o que se pede:

a) Seja f : (a,b) — R uma funcao continua. Prove que, dados zi,...,z, em (a,b), existe
zo € (a,b) tal que

Fleo) = = (@) + 4 ()

b) Sejam f: R — R uma fungao derivdvel em a e k € N. Encontre, justificando sua resposta,
o seguinte limite:

lim n<f(a+%)—Ff(a—f—%)—k---—i—f(a—k%)—kf(a)).

n—-+o0o

Uma solugao: Solugdo do item (a): Sejam o = min{xy,...,x,}, f = max{zy,....,z,}, f(p) =
min {f(x1), ..., f(zn)} e f(q) = max {f(x1), ..., f(z,)}. A funcdo g : [a, 5] — R definida por

o(x) = F(x) = (o) + -+ fla2)

12
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é continua em [«, ]. Além disso, g(p) < 0e g(g) > 0. Se g(p) = 0 ou g(¢q) = 0 tomamos zo = p
ou ry = ¢, respectivamente. Caso contrario, pelo Teorema do Valor Intermedidrio, existe xg
entre p e ¢ (e portanto em [, §] C (a,b)) tal que

o(r0) = 0= fla) = - (Flea) ++-+ fon)

Solugdo do item (b): Temos que

lim n(f(a%—%)+f(a+%)+---+f(a+§)—kf(a)):' lim

n—-+o0o

Questao 17 (1,0 ponto). Seja G um grupo, tal que |G| = p?q, onde p e ¢ sdo primos distintos.
Prove que G possui um subgrupo normal nao trivial, ou seja, G nao é simples.

Uma solugao: Pelo Teorema de Sylow, temos que:

nplq e n, =1 mod p
assim, n, = 1 ou ¢. Analogamente,

ng|p* e ng =1 mod g

daf, n, = 1 ou p ou p*.

Note que diante das possibilidade apresentadas acima, teremos que analisar dois casos:

Caso 1: Seja p > ¢. De fato nao poderfamos concluir que n, = ¢, pois caso contrario p|lg — 1.
Logo, n, = 1 e, portanto existe um unico p-subgrupo de Sylow de G, isto ¢, G é nao simples.
Caso 2: Seja p < ¢q. Se n, = p, entao ¢ divide p — 1, isso nao é possivel, pois p < ¢q. Por
outro lado, se n, = p?, entao teremos (¢ — 1)p* elementos nao-trivial de ordem ¢, uma vez que
existem p? subgrupos de Sylow de ordem ¢ e que a interseccao entre tais subgrupos é trivial.
Deste modo, sobraram apenas p? clementos para formar um p-subgrupo de Sylow de G. Logo,
n, =1 oun, =1 e, portanto G nao é simples.

Questao 18 (1,0 ponto). Seja f = u+iv uma funcdo analitica no dominio D, com f'(zy) # 0,
zo € D. Prove que as curvas de niveis diferenciaveis de u e v, que se interceptam em zg, o
fazem ortogonalmente (angulo reto).

Uma solugao: Observe inicialmente que (pelas Equagdes de Cauchy-Riemann)

f'(20) = ux(20) + 1vz(20) = uz(20) — iuy(20) = vy(20) + iv4(20) # 0.

Consequentemente Vu(zg) # (0,0) e Vu(z) # (0,0).
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' Pro-reitonia de Graduacao PRO-REITORIA DE GRADUAGAD
Sejam 1 (t) = (z1(t),y1(t)),t € I e ya(s) = (xa(s),y2(s)), s € I curvas diferencidveis, com

Y1(to) = 20, 72(S0) = 20, tais que u(xq1(t),y1(t)) = 1 e v(xa(s),y2(s)) = ¢a. Derivando obtemos
o sistema

ua(20)71 (fo) + 1y (20)y) (t0) = 0

v2(20)25(50) + vy (20)y5(50) = O,

ao qual pelas equacgoes de Cauchy-Riemann é equivalente a

Uy (20)7 (to) + wy(20)y) (to) = 0
U (20)Ya(50) — uy(20)25(s0) = 0.

Se v e 9 nao fossem ortogonais em zy, entao o produto interno ; (to) 5 (so) + v (to)yh (s 0, e

05 1\40/+42\=0 11¢0)92\=0 ’
como uma consequéncia o sistema acima possui somente a solugao trivial (0, 0). Disso deduzimos
que Vu(zp) = (0,0), o que é uma contradi¢ao. Isso termina a demonstragao.

Questao 19 (1,0 ponto). Mostre que uma superficie compacta de curvatura positiva é
homeomorfa a uma esfera.

Uma solugao: Seja S uma superficie compacta de curvatura K positiva. Pelo Teorema de
Gauss-Bonnet para superficies compactas, temos

/ / K do = 2my(S), (5)

onde x(S) é a caracteristica de Euler-Poincaré da superficie S. Resulta que, se S’ é uma
superficie compacta, entdo x(S’) assume uns dos seguintes valores 2,0, —2, —4, —6, ..., —2n, ...
Além disso, se x(S") = x(59), entdo as superficies S’ e S sdo homeomorfas. Logo, pela igualdade
(5), resulta que x(.S) = 2, pois K é positiva.

Por outra lado, se S? denota uma esfera em R?, entdo x(S?) = 2. Portanto, S é homeomorfa
a esfera S2.

Questao 20 (1,0 ponto). Prove o Teorema dos Residuos de Cauchy: Seja f uma funcao

analitica num dominio U\ {ay, as, - ,an}. Suponha que v C U\{ay,az, - ,a,} é uma curva
de Jordan suave por partes, orientada no sentido anti-horario, tal que a regiao fechada e limitada
por ela determinada esta contida em U e contém todos os pontos aq, as, - ,a,,. Entao

/f Ydz =res(f,a1) +res(f,az) + -+ +res(f,anm),

2m

onde res(f,b) é o residuo de f em b.
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Uma solugao: Para cada singularidade isolada a; de f, escolha um circulo «; centrado em a;
satisfazendo as seguintes condigoes: 7 nao tem ponto comum com 7, se k # n e ; nao tem
ponto comum com -y, para 1 < 7 < m.

Oriente os v;, 1 < j < m, no sentido anti-horario. Pelo Teorema de Cauchy temos

YUy UUym

onde 7;7, 1 < j <m, ¢é o caminho reverso de 7;. Mas isso ¢ equivalente a

/f(z)dz:/f(z)dz+/f(z)dz+---+/f(z)dz

Agora, lembrando que
1
res(fag) = 5 [ 1)
i

deduzimos que

271
5

—,/f(z)dz =res(f,ar) +res(f,az) + - +res(f,am).
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