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Instrucoes:

1. Esta avaliacao esta impressa em 3 (trés) folhas de papel A4 (uma folha de instrugao e duas folhas
de questoes) as quais estao anexadas 16 (dezesseis) folhas de papel destinadas as respostas definitivas e
10 (dez) folhas de papel que podem ser usadas para rascunho.

2. Todas as solugoes e/ou justificativas devem ser escritas & caneta contendo tinta na cor azul ou
preta.

3. A presente avaliagao estd composta por 3 partes. O candidato deve observar as orientagoes
relacionadas com cada uma delas abaixo.

PARTE I (AVALIADA EM 5,0 PONTOS) - Contém 8 (oito) problemas dos quais o candidato
deve escolher e resolver 5 (cinco) deles na folha de resposta correspondente. Obs.: Nessa Parte I,
SOMENTE serao corrigidas as 5 (cinco) primeiras questdes com resolugao (escolhidas pelo candidato).

PARTE II (AVALIADA EM 3,0 PONTOS) - Contém 6 (seis) lacunas seguidas de afirmagoes. O
candidato deve escolher exatamente 3 (trés) dessas e, conforme o seu julgamento que deve ser brevemente
justificado na folha de resposta correspondente, preencher com a letra V, caso a lacuna esteja seguida
de uma afirmacao VERDADEIRA, ou com a letra F, caso a lacuna esteja seguida de uma afirmagao
FALSA. Obs.: Nessa Parte II, SOMENTE serao corrigidas as 3 (trés) primeiras questdes com resolucao
(escolhidas pelo candidato).

PARTE III (AVALIADA EM 2,0 PONTOS) - Contém um tema sobre o qual o candidato deve

discorrer livremente nas folhas correspondentes.



PARTE I (AVALIADA EM 5,0 PONTOS)
PROBLEMA 1: No contexto das conicas, faca o que se solicita abaixo:
a) Defina formalmente parabola e seus elementos geométricos: vértice, reta focal e reta diretriz;

Uma solugao:

e Sejam uma reta r e F' um ponto do plano nao pertencente a r. A parabola P de foco F e diretriz r é
o conjunto dos pontos P do plano tais que d(P, F') = d(P,r), onde d(P, F) é a distancia euclidiana
entre os pontos P e F e d(P,r) é a distancia entre o ponto P e a reta 7.

e A reta focal [ da pardbola P é a reta que passa pelo foco F' e é perpendicular & diretriz.

e O ponto V da pardbola P que pertence a reta focal é o vértice de P.

b) Encontre a equagdo candnica da parabola com foco (—1, —2) e reta diretriz x = —5

Uma solugao:

d(P,F) =d(P,r)
VE+12+y+2)2=2+7/2
P2+2r+ 14+ 9 +4y+4=(z+7/2)>
?+2r+1+y* +4y+4=2a+Tx+49/4
r=1/5y*+4/5y — 29/20




PROBLEMA 2: Dada a fungdo f : R — R definida por f(x) = |2?|, esboce o grafico da fungao
1

or)= 5+ fo+3)

Uma solugao:

Como f(x) = |2%| = 2? entao o grafico de f é uma parabola com vértice na origem e concava para

cima. A funcao g é definida a partir de duas translacoes da funcao f: uma para baixo em — unidade e

1
outra para a esquerda em 3 de unidade. O gréfico da funcao g é apresentado na Figura 1.
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Figura 1: grafico da funcao g

PROBLEMA 3:

a) Classifique os sistemas de equagoOes lineares quanto a existéncia ou nao de solugdo, explicando
brevemente cada umas das classificacoes;

Uma solugao:
Os sistemas lineares podem ser classificados em:

e Compativel determinado;
e Compativel indeterminado; e

e Incompativel.

O sistema é compativel determinado quando possui uma tnica solugao. O sistema compativel é
indeterminado quando possui infinitas solugoes. O sistema linear é incompativel quando nao possui
solucgao.

b) Resolva o seguinte problema: deseja-se montar uma dieta com quatro alimentos A, B, C e D. Os
valores hipotéticos de energia, carboidratos, proteinas e gorduras totais de cada porgao desses alimentos
estao presentes na Tabela 1. Discuta o(s) valor(es) de k (constante na Tabela 1) para que uma dieta



A B C D

Energia(Kcal) 18 10 15 12
Proteinas(g) 3 5 12 1
Carboidratos(g) 36 16 8 30

Gorduras totais(g) 1.5 2.5 k 0.5

Tabela 1: Valores de energia, proteina, carboidratos e gorduras totais de cada por¢ao dos quatro tipos

de alimentos

consista na quantidade de porc¢oes de cada alimento de modo que a pessoa consuma um total de 116
Kcal, 44 g de proteinas, 186 g de Carboidratos e 22 g de gordura (valores hipotéticos).

Uma solucgao:

18 10 15 12 |116 18 10 15 12
3 5 12 1 | 44 0 20 57 -6
36 16 8 30|18 | 7| 0 —2 -1 3
15 25 k 05/ 22 0 20 12k—15 —6

O sistema é compativel indeterminado se 12k — 72 = 0 ou seja k = 6.

116
148
—23
148

18 10
0 20
0 0
0 0

15

o7

—33
12k — 72

12

—6
24
0

116

148

—82
0

Se 12k — 72 # 0 entdo o sistema é possivel determinado e a tnica solugao é (5, 18;6,73;0; —3,42).

PROBLEMA 4: No contexto da trigonometria, faca o que se pede abaixo:

a) Dados os arcos a e b da circunferéncia unitaria, demonstre que:

cos(a + b) = cos(a)cos(b) — sen(a)sen(b)

p=4

Figura 2: Construgao geométrica para a demonstragao do cosseno da soma no ciclo trigonométrico



Na Figura 2, apresentamos uma construgao geométrica no ciclo trigonométrico e identificamos que:

cos(a+b) = AF, cos(a) = AG, cos(b) = AH sen(a) = DG sen(b)=EH, AE=AD=1.

Verificamos também que os triangulos AH.J e ADG sdo semelhantes, pois o segmento H.J é paralelo
a DG, logo podemos obter as seguintes relagoes:

AD AH 1 cos(b)
= = =

AG  AJ  cos(a) AJ

Logo AJ = cos(a)cos(b).

Verificamos também que os tridngulos EHI e ADG sio semelhantes, pois o angulo IFH ¢ igual a

De fato, a reta que passa pelos pontos [ e H é paralela a que passa por Ae G, logoo angulo THA &
igual a a (angulos alternos internos) e como IHE + THA = AHE = 90 temos a = 90 — IHE = IEH.

Dessa forma, obtemos:

AD D 1 —
— = _G = = sen_a(a) = IH = sen(a)sena(b)
EH IH = sen(b) IH

Como TH = FJ entdao F.J = sen(a)sena(b).

Notamos também que AJ = AF + FJ, e assim, cos(a)cos(b) = cos(a + b) + sen(a)sen(b).

Portanto,

cos(a + b) = cos(a)cos(b) — sen(a)sen(b) (1)

b) Em um triangulo qualquer de lados a,b e ¢ cujos dngulos opostos sdo, respectivamente «, 3 e 7,
enuncie e demonstre a lei dos senos.

Uma solucgao:

sen(a) _ sen(p) _ sen(v)
a b c

Lei dos senos:

Demonstragao:

Na Figura 3 podemos baixar a altura h; relativa ao lado a, dividindo assim o triangulo ABC em dois
triangulos retangulos BAH, e C AH, ao calcularmos os senos dos angulos § e 7 temos:

h h
sen(f) = — = c.sen(B) = hy e sen(y) = ?1 = b.sen(y) = hy igualando essas equagoes obtemos:
c
sen(f) sen(7y) . o .
c.sen(f) = b.sen(vy) = = . Repetindo esse raciocinio para a altura hy baixada do
¢

vértice B, por exemplo, conforme Figura 4, encontramos:

se?”;(oz) _ senb(m _ senc(v) (2)



Figura 3: Triangulo qualquer com altura h; baixada pelo vértice A.

Figura 4: Triangulo qualquer com altura hy baixada pelo vértice B.



PROBLEMA 5: Dada a sequéncia de nimeros reais (a,) = (—, 393 5 .), responda os
seguintes itens:

a) Encontre o termo geral da sequéncia (ay,).

Uma solucgao:

Por uma simples inspe¢ao percebemos que temos a seguinte relagao na sequéncia proposta:
ap — Ap_1 =1(n—1)

onde 7(n — 1) é obtido pelo termo geral de uma PG com razao ¢ = 3 e termo inicial ry = 2;
A formula do n-ésimo termo da P.G (r,) com razéo ¢ e termo inicial o ¢ dada por:

Tn = T0.q" (3)
Logo,
Ap = Qp-1 + TO'qn_l (4)
Repetindo essa formula de forma recursiva fazendon =n —1, n = n —2,..., n = 1, obtemos as
seguintes equacoes:
Un1 = Gp_s + 70.¢" > (5)
Combinando as Equagoes 4 e 5 temos:
_ n—2 n—1
Ap = Qp—2 + To0-q + To.q (6>

Repetindo esse processo até n = 1 chegamos a seguinte formula:

Qn, :a0+z7”0-qj (7)
=1

q"—1
qg—1

, que é a soma de uma PG com um ntmero finito de termos,

Utilizando S,, = Zro.qj =79
j=1

obtemos:

n

(8)

an:ao—l—roq
qg—1

3
Substituindo os valores 1o =2, ¢ =3 e a9 = 3 obtemos o termo geral da sequéncia:

3
=3+ (3"t —1) (9)
b) Encontre o termo asg
Uma solugao:
_ 3 g
tn = 3 + (3% = 1) (10)



PROBLEMA 6: Suponha que uma casquinha de sorvete seja modelada por um cone que possui
altura h e raio da base r. Suponha ainda que um engenheiro deseja criar uma casquinha com formato
de piramide com mesma altura h e base triangular regular de lado a que tenha o mesmo volume da
casquinha em formato de cone. Com essas condigoes, calcule o valor do lado a do tridngulo (base da
piramide) em fungao do raio r (base do cone).

Uma solugao:

Os volumes das casquinhas devem ser iguais logo:

‘/cone = V}n’rmide

1 1
—Ape.h = =Ap,.h
3 b 3 bp
Abc = Abp
2 V3a?
mT.rT =
4
CL2 — 4\/537r.7"2

a = (4\/5;7.1"2>

onde Ay, e Ay, sao respectivamente as areas da base do cone e area da base da piramide.

PROBLEMA 7: Dada a circunferéncia C : 2% + y* — 32 — 5y + 5 = 0 no plano R2. Encontre:

a) A equacao da reta r que passa pela origem do sistema cartesiano R? e pelo centro da circunferéncia

C.
Uma solugao:
Completando o quadrado na equacao z2 + y? — 3x — 5y + 5 = 0 obtemos:

3\? 5\> 9 25
2 _ — 2 _ — _— — — =
x Sx—i-(?) +y 5y+<2> 1 4—1—5 0

6y (4

35) V14

Logo essa circunferéncia possui centro no ponto (5 — | e raio igual a 5

)

35
A equagao da reta r que passa por (0,0) e (5, 5) é dada por:



b) Os pontos de interse¢ao entre a reta r e a circunferéncia C'.

Temos que resolver o sistema:

5
y—gxz() (11)
2?4y =3z -5y +5=0 (12)

Substituindo a equagao da reta na da circunferéncia temos:
2?2 +25/92% — 32— 25/3x+5=0= (34/9)z* — (34/3)z +5 =0

As solucoes dessa equacao sao:

(51 & 3v/119)

34

Ou seja, x1 ~ 2,46 e x5 =~ 0,54, substituindo em qualquer equacao do sistema obtemos y; ~ 4,1 e
Y2 =~ 0,9.

Portanto os pontos de intersecao da reta e da circunferéncia sao:

P(2,46;4,1) e Q(0,54;0,9)

PROBLEMA 8: A Tabela 2 apresenta as notas de uma classe de licenciatura em matemética e
suas respectivas frequéncias. Responda as seguintes questoes:

Nota 0 55 6 7,5 85 10
Frequéncia 3 &8 10 15 7 2

Tabela 2: Notas e frequéncias

a) Construa o grafico de barras das frequéncias em fungao das notas;

b) Encontre a média, moda e mediana das notas dessa classe.
A média M é calculada pela formula:

M =(0345,58+6.10+7,5.15+48,5.7 4+ 10.2) /45 ~ 6, 58
A moda Mo é a nota de maior frequéncia, ou seja Mo = 7,5.

Para o calculo da Mediana M e utilizaremos o grafico da frequéncia acumulada apresentado na Figura

A mediana é o valor que ocupa o valor central no rol, como sao 45 notas o valor central é o 23°.
Percebemos no gréfico da Figura 6 que o 23° valor é igual a 7,5. Dessa forma temos Me = 7, 5.
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PARTE II (AVALIADA EM 3,0 PONTOS)
Para as afirmagoes abaixo, assinale verdadeiro (V) ou falso (F) e justifique brevemente.

AFIRMAGAO 1: (F) O aumento de 10% na base de um retangulo e a redugio de 10% em sua
altura provoca o aumento de 1% em sua érea.

Sejam b e h, respectivamente, a base e altura do retangulo R. A area S de R é dada por S = b.h.
Apods a modificagao nas dimensdes de R, obtemos um retangulo R’ cuja base é igual a b’ = 1, 1b e altura
¢ h' =0,9h, dessa forma, a area A’ do retangulo R’ é dada por

A =¥ =1,10.0,9h = 0,99.0.h = 0,99.A = 99% A (13)

Portanto, apés as modificacoes nas dimensoes do retangulo, a area ¢ reduzida em 1% e nao aumen-
tada, assim a afirmacao ¢ falsa.

AFIRMACAO 2: (V) No langamentos de dois dados de seis faces nao-viciados, a probabilidade

) . . 5
que a soma das faces superiores dos dados seja igual a cinco ou sete é TS

O espago amostral do evento: “lancamento de dois dados de seis faces e observar as faces superiores”
¢ dado pelo conjunto :

A={(1,1);(2,1);(3,1); (4,1); (5, 1);(6,1); (2,1); (2,2); (2, 3); (2,4);
(2,5);(2,6); (3,1)5(3,2); (3,3); (3,4);(3,5); (3,6); (4,1); (4,2); (4, 3); (4,4); (4,5);

(4,6); (5,1);(5,2);(5,3); (5,4); (5,5); (5,6); (6,1); (6,2); (6, 3); (6,4); (6,5); (6,6) }

O conjunto E cujos pontos que satisfazem as condi¢oes do evento sao:

E={(4,1);(6,1);(2,3);(2,5); (3,2); (3,4); (4,1); (4,3); (5,2); (6, 1)} (14)

Portanto, utilizando a definicao de probabilidade de um evento aleatério, temos:

_n(E)
PE = n(A) (15)
PE = % = % (16)

AFIRMACAO 3:(F) Um conjunto A possui 5 elementos e um conjunto B possui 3 elementos, o
numero total de fungoes de A em B é menor que 200.

Pela definicao de funcdo, f deve associar cada elemento do conjunto A a um tnico elemento do
conjunto B. Dessa forma, calcular o ntmero de fungoes de A em B é analogo a encontrar o nimero
total de possibilidades de formar anagramas de 5 posigoes (correspondentes aos 5 elementos do dominio
A) com 3 letras (correspondentes aos 3 elementos do conjunto B), com repeti¢ao, pois todos os elementos
do dominio devem ter um correspondente no conjunto B.
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Portanto, o ntimero total de funcoes de A em B ¢ 3° = 243 logo como 243 > 200 a afirmacao ¢ falsa.

AFIRMAGAO 4:(F) O perfodo da funcao real sen(2z + 5) é igual a g

O periodo p da fungao f(z) = A+ B.sen(Cz + D) é dado por p = 27, logo o perfodo de sen(2z + 5)
¢ p=2r/2 =m. Afirmagao falsa.

AFIRMAGCAO 5:(F) Investindo um capital de R$ 900,00 a uma taxa de juros mensal de 2% a.m.
e, apés 3 anos exatos, o montante resultante desse investimento é igual a R$ 1.800,00. (Considere
log(2) = 0,3 e log(1,02) = 0,0086).

log2
M = C(144)" = 1800 = 900(1+0,02)" = 2 = (1,02)" = log(2) = n.log(1,02) = n = ; (01g 02)
og(1,

35 meses
Logo o montante somente ira ser igual a 1800 quando tiverem passados aproximadamente 2 anos e
11 meses. Portanto, a afirmacao é falsa.

AFIRMAGCAO 6:(F) Um ramo de uma hipérbole ¢ uma parabola.

Afirmagao é falsa, pois a hipérbole e a parabola sao conicas construidas a partir de lugares geomé-
tricos diferentes. De fato, enquanto a parabola é construida a partir do conjunto de pontos equidistantes
de uma reta diretriz e de um ponto dado (foco da parabola), a hipérbole é o conjunto de pontos P tais
que a diferenga entre as distancias de tais pontos a dois pontos dados F; e Fy (focos da hipérbole) é
constante.

PARTE III (AVALIADA EM 2,0 PONTOS)

TEMA PARA DISSERTACAO: Funcio quadratica. (Sugestao: descreva uma aula sobre esse tema
no contexto do ensino médio).

Uma possibilidade de aula

1.0 Importancia e contextualizagao

No contexto do ensino médio o aluno pode aprender noc¢oes basicas sobre a funcao quadratica,
produzir graficos, assim como realizar diversas aplicagoes decorrentes de suas particularidades. Para
isso é importante o conhecimento do plano cartesiano e suas coordenadas, o manuseio com nimeros
e suas operagoes e um pouco de geometria plana. Como estratégias e recurso da aula pode-se usar
operacoes variadas, producao e anédlise de graficos e também o estudo de suas aplicacoes. Tendo-se
sempre como objetivo a criacao de condigoes para que o aluno trabalhe com a funcao quadrética e
atinja um nivel de entendimento adequado. Assim, inicialmente pode-se usar um problema pratico
que apresente uma aplicagao pratica e mostrar como pode serem construidos graficos dessa importante
fungao. Considerando sempre que uma Fungao Quadratica ou Fungao do 2° grau é aquela cujo o grafico
é uma parabola, representada por:

f(z) = az® 4+ bz +c, (17)
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sendo a, b e ¢ nimeros reais.
2.0 Como sugestao pode-se iniciar com o seguinte problema:

A trajetoria de um projétil lancado obliquamente em relagao ao solo horizontal é um arco de parabola
com a concavidade voltada para baixo.

Vo

\

Figura 7: Funcdo Quadratica (Foto: Colégio  Qi). Adaptado a partir do site
http://educacao.globo.com/matematica/assunto/funcoes/funcao-de-2-grau.html.

Sugerindo a adocao da origem O do sistema de eixos coordenados no ponto de langamento, pode-
se demonstrar que a altura atingida, num determinado instante, por esse projétil (ordenada y) e a
distancia alcangada, nesse mesmo instante, na horizontal (abscissa x) relacionam-se de acordo com a
funcao definida pela sentenca f(r) = Az? + Bz, na qual A é uma constante que depende do angulo de
tiro, da velocidade Vj de lancamento e da aceleragao local da gravidade, e B é um valor constante que
depende do angulo do tiro. Tal fun¢ao descrita acima é uma fungao polinomial do 2° grau ou também
conhecida como fungao quadrética. A partir disso pode-se construir o grafico de f(x) = 22, marcando
pontos em um plano cartesiano para formar a parabola. Seguindo-se deve usar o procedimento anterior
para construcao de graficos de funcoes do segundo grau mais gerais, com todos os termos, como por
exemplo f(x) = z*> — 2z — 3 e mostrando sempre os significados algébricos e geométricos dos ntimeros
reais a, b e c.
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3.0 Propriedade graficas

Mostrar que o grafico da Fungao do 2° Grau f(z) = ax?+ bz +c ¢ uma parabola cujo eixo de simetria
¢ uma reta vertical, paralela ao eixo y ou até mesmo o proprio eixo y, passando pelo vértice da parabola.

y

\ |
-—
eixo de simetria l'\ +
|
|

|
i
I
|
|
|
|
I
1
|
<4 |
i «— |
i eixo dllb simetria
- |
‘ /
|
\ I
= = I
1
|
I
|
|
|
I
I
|
|
|
I
I
i
1
|
I

Figura 8: Eixo de simetria da parabola

Explicar e fazer diversas aplicacoes explorado o conceito de zeros ou raizes da func¢ao, soma e produto
das raizes e vértices. Mostrar, usando o método de completar quadrados, que:

_ (—b+ +/(b* — 4ac)) (18)
2a

Nas situagoes em que a > 0oua <0, A =0, A > 0ou A < 0 mostrar como se comporta os graficos
das funcgoes quadraticas, fazer o estudo de sinais, determinar suas imagens e mostrar intervalos de
crescimento e decrescimento. Construir graficos de fungoes do segundo grau utilizando-se informagoes,
caracteristicas e propriedades gerais dessas funcgoes.

X

4.0 Aplicagoes da Funcao Quadratica

Na fungao f(z) = az?+ bx + ¢ mostrar que méximos e ou minimos sao dados por V(—b/2a, —A/4a),
resolver problemas do quotidiano envolvendo os conceitos de maximizacao e minimizacao da fungao do
segundo grau.
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