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Resumo

Dado que em qualquer grupo G a familia 2AG = {H < G/H é abeliano} ¢
indutivamente ordenada, concluimos, através do lema de Zorn, que sempre existe um
subgrupo abeliano maximal em G. Neste trabalho mostramos que a familia desses
subgrupos maximais tem uma forte ligacdo com Iy (G), o subgrupo preservador da

comutatividade em G (ver definicao 2.1.1 em [4]).

Abstract

As in any group G the family 2AG = {H < G/H is abelian} is inductively
ordered, we conclude, by Zorn’s lemma, there is always a maximal abelian subgroup in
G. We show that the family of maximal subgroups has a strong connection to Iy (G),

the preserver subgroup of commutativity in G (see definition 2.1.1 in [4]).
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1. Introducao
Iniciamos nossas consideragdes dando destaque para alguns conceitos
elementares e gerais da teoria dos conjuntos. Consideramos claros os significados de
unido, intersecdo, relacdes de pertinéncia entre elementos e conjuntos e relagdes de
inclusdo entre conjuntos, produtos e produtos cartesianos.
Se S ¢ um conjunto, P(S) = 25 = {X/X < S} é o conjunto das partes de S. Todo

subconjunto F de P(S) ¢ denominado uma familia de subconjuntos de S.

Defini¢do 1: Sejam S um conjunto ndo vazio e Fc P(S) uma familia (de
subconjuntos) de S. Dizemos que F' € uma cadeia se, € somente se, valem as condicdes:
1) F#+ ®&;

VX YeF,valeque XCY ou YCLX.

A familia @N) = {{0},{0,1},{0,1,2},...,{0,1,2,....n},...} € SN ¢é uma cadeia

(infinita) tal que a unido de seus elementos, que ¢ exatamente o conjunto N, ndo ¢ um

membro da familia §N, dos subconjuntos finitos de N.

Defini¢ao 2: Dizemos que uma familia ' de subconjuntos de um conjunto nao

vazio S € indutivamente ordenada se, e somente se, F' sempre contém UW , a unido
WEC(S)

dos termos de qualquer cadeia &(S) dentro da familia F.

Exemplo 1: Seja £ um conjunto ndo vazio no qual uma operagao * esta definida;
l.e,Vx,y€E,valeque x*y € E.
A familia

AE={XCE/VxyelXvalequex*y=1yx*x},

dos subconjuntos comutativos de £, ¢ indutivamente ordenada: Para qualquer cadeia

Q(E) contida na familia UE, consideremos a unido L = Lél(él) Dados quaisquer
AEC(E

elementos /4, k €L, vale que h€e H ¢ k €K; onde H e K s3o elementos nao
necessariamente distintos da cadeia C(E). Como H € K ou K € H, vale que 4, k € H ou
h, k € K. ComoH,K € UAE, vale que hx*k =k =xh. Isso nos mostra que L ¢
comutativo. Conseqiientemente L € UAE e AE ¢ indutivamente ordenada.

Especializando os conjuntos onde esses conceitos podem ser testados podemos

pensar nas familias de subgrupos de um dado grupo G.



Defini¢ao 3: Dizemos que X ¢ uma classe ou propriedade de grupos se para todo
grupo G podemos decidir se G possui ou ndo a propriedade X; ou seja, se podemos

decidirse GE X ou G € X.

Sdo exemplos de classes de grupos: A, €, F e It as classes dos grupos
(comutativos ou) abelianos, ciclicos, finitos e nilpotentes, respectivamente.

Comumente dizemos que G ¢ um X-grupo se G possui a propriedade X. Por
XG = {H < G/H € X} denotamos a familia dos X-subgrupos de G; isto é, a familia dos

subgrupos de G que possuem a propriedade X.

2. Apresentacio de resultados
Em um grupo G nao finito, a investiga¢ao de resultados ndo pode contar com a
estratégia de se usar inducdo sobre |G|, a ordem do grupo G. Para investigar grupos

mais gerais podemos, em muitos casos, usar um importante resultado que € o

Lema de Zorn: Toda familia de subconjuntos indutivamente ordenada possui

um elemento maximal.

Considerando o que foi discutido em nosso exemplo 1, se G ¢ qualquer grupo, a
familia AG = {H < G/H € A}, dos subgrupos abelianos de G, é indutivamente
ordenada.

Pelo lema de Zorn, m(UAG) = {M/M éum elemento maximal em AG}, o

conjunto formado pelos subgrupos abelianos maximais de G ¢ ndo vazio.

Exemplo 2: Se G é um grupo vale a igualdade Z(G) = NM : Podemos
Mem(AG)

supor que G ndo é um grupo abeliano e considerar primeiramente x € Z(G). Entdo,
Vv M € m(UG), vale que (x) M € 2. Pela maximalidade de M, temos (x) M = M. Segue

entdo que x € M e isso mostra que x € . Agora, se x € (M , para todo
Mem(AG)

nM
Mem(UAG)
elemento y em G, vale que (y) < M, para algum M € m(UG). Assim, x,y € M e vale

que xy =yx; Vy € G.Portanto, x € Z(G) ¢ vale aigualdade Z(G) = NM .
Mem(UAG)



O subgrupo ﬂ(Mm X interseccdo dos elementos de m(2G), tem conexao com o
Mem(UG

conjunto dos elementos de G cujos fechos normais, juntamente com qualquer subgrupo
abeliano de G, formam, via produto, subgrupos abelianos.

As técnicas empregadas no entendimento das pequenas afirmacgdes que
apresentamos a seguir fazem parte de uma abordagem feita em classes de grupos mais

gerais (ver [4]).

Proposicao 1: Seja G um qualquer grupo G. Entdo:
a) O conjunto My (G) ={x€G/ (x°)A€EA; VAE UG} é um subgrupo
caracteristico de G.

b) Se H < G, vale que Iy (G) N H < Iy (H).

Demonstracio: a) Claro que 1 € Iy (G). Além disso, V y € Iy (G), para todo
A € UG, temos que (y°)A € A. Assim, qualquer que seja x € Iy (G), temos que
(x%) ((y9)A) = (x) (y©)A € A. Como xy~1é um elemento de (x) (y)A, vemos que
((xy™1)A < (x%) (y9)A. Sendo U fechada para subgrupos, {((xy 1)%)4 € A, o que
mostra que xy ! € Iy (G). Segue entdo que Iy (G) é um subgrupo de G.

Agora, se o é um automorfismo de G, a(x) € Ily (G); para todo elemento
x € Iy (G); ou seja, Iy (G) é um subconjunto caracteristico de G.

b) Seja x qualquer elemento em Iy (G) N H e A qualquer elemento em AH.
Como UHC AG e x € Iy (G), vemos que (x)A < (x%)A € A. Isso mostra que
x €Elly (H).a

O proximo resultado da uma forte indicagdo para a comparagdo que fazemos

entre Iy (G) e Z(G), no final desta segdo.

Proposicao 2: Seja G = G X G, um produto direto dos grupos G; ¢ G,. Entao,
vale a seguinte relagdo: Iy (G) = Iy (G1) X Iy (G5).

Demonstracio: Provaremos a igualdade mostrando que esses conjuntos estao
contidos um no outro.

Inicialmente, consideremos qualquer subgrupo A € AG. Valem as seguintes
relagdes: G; N AG, = (G NAG,) /1 =G, NAG,/ (G N AG;) N G,. Por isomorfismo
temos que Gy NAG,/ (G; NAG,) NG, = (G, NAG,) G,/G, = AG, /G, = A/AN G,.



Como a classe U ¢ fechada para quocientes, concluimos que G; N AG, € A. De maneira
analoga concluimos que G, N AG; € U.

Seja x um elemento em Iy (G;). Vale que {(x%1) = (x%). Portanto, temos que
(x%) (GL NAGy) = (xb1) (G, N AG,) € U.

Do fato que A < AGy N AG, = (G, N AG,) X (G, N AG,), podemos observar
que {(x%)A < {(x%) (AG; N AG,) = (x%) ((G; N AG,) X (G, N AG;)). Segue que
(x6) A < (x6) ((Gy N AGy) X (G, N AGY)) = ((x)(Gy N AGy)) X (G, N AGy) €,
o que mostra que x € Iy (G) e que Iy (G;) < Iy (G). Argumentos analogos mostram
que Iy (G,) < Iy (G). Concluimos entdo que Iy (G;) X My (G,) © Ty (G).

Agora, V x € Iy (G), pelo fato de G = G, X G, ser um produto direto, vale que
X =ab; com a € G; ¢ b € G,. Pela escolha de x, sendo (b) um subgrupo (ciclico)
abeliano de G, temos (a®) = ((xb™1)%) < (x4Wb) < (x°)b) € A. Segue que
(a%1)A; < (x9N bYA; < (x%) ((b) x A;) €EA; VA, € UAG,. Isso mostra que
a € Ty (G;). Argumentando da mesma forma, obtemos que (b%2)A, € A; VA, € AG, e
assim b € Iy (G,). Portanto, temos x = ab € Iy (G;) X Iy (G,). De onde segue que
[y (G) c My (G1) X My (G,). Com isso temos que Iy (G) = Ty (G;) X My (G3).m

Conforme defini¢do 2.1.1 em [5; pag. 30], Iy (G) pode ser entendido como um
subgrupo preservador da propriedade A em G. A coincidéncia da interse¢ao dos
elementos da familia m(AG), dos subgrupos abelianos maximais de G, com Ily (G) €
um particular resultado da proposicdo 3.1 em [6], pag. 251, dado que a classe L, dos
grupos localmente abelianos, coincide com a classe 2 dos grupos abelianos. Vale a

seguinte

Proposi¢io 3: Se G é um grupo; entdo vale a igualdade Iy (G) = NM .
Mem(UG)

Demonstracio: Seja x € Iy (G). Entdo, VM € m(UG), vale que (x¢) M € U.
Sendo M abeliano maximal, temos (x%) M = M, conseqiientemente, x € (x%) < M, o

que mostraque x € NM .
Mem(UG)

Reciprocamente, considere x € " n(Mmc)' Para qualquer A € UG, existe em G um
eEm

subgrupo abeliano maximal L tal que A < L e por isso, temos que (x%)4 < L. Segue

que {(x%)A € U. Portanto, vale que x € Iy (G).q



E possivel obtermos Iy (G) interceptando os centralizadores dos subgrupos

abelianos maximais de G. Isso ¢ uma conseqiiéncia da seguinte

Observacido 1: Se G é um grupo ¢ A € UG, para todo x em C;(A4), vale que
(x,A) € AG. Em particular, se G ndo € abeliano e A € m(UG), vale que A = C;(A) ¢
auto centralizante.

Demonstraciao: Primeiramente observemos que se h € (x,A), vale que

h =ujuyus--u;ondel<k€eNew €A, u; =xouu; =x1!

, para cada i. Como 4
¢ abeliano e ¢ centralizado por x, podemos juntar os fatores de 4, que estdo em A4,
colocando todos a esquerda desse produto. Assim temos h = [x™, onde m € Z el é o
produto dos fatores em A.

Agora, V1;x™,,x™2 € (x,A), temos (l[;x™t) (I,x™2) = ((l;x™1) I,)x™2.
Como x centraliza 4 e A é abeliano temos ((Lix™) I)x™2 = (I, (Lx™) )x™2 =
L™ x™)) = L(LE™x™)) = L((Lhx™)x™) = L((x™)x™) =
(I,x™2)(l; x™). Isso mostra que (x, A) ¢ abeliano.

Se 4 ¢ maximal, vale que (x,A) = A e assim, x € A,Vx € C;(A4). Isso mostra

que C;(A) < A. Que A < C;(A) éclaro.g

Corolario: Em qualquer grupo G vale que Iy (G) = NC;(M).
Mem(UG)

Demonstracio: Pela proposi¢ao 3 vale que Iy (G) = NM . Pela observagio
Mem(AG)

anterior vale que M = C;(M),VM € m(UG).4

Uma natural pergunta que surge é: Sempre temos a coincidéncia de Iy (G) com

a interse¢do NN (M), dos subgrupos normalizadores em G dos elementos de
Mem(UG)

m(UAG)?
Claro que sempre temos Iy (G) <= NC; (M) ) < NN;(M), em
Mem(UAG) Mem(UG)
qualquer grupo G. Porém, se G ndo ¢ um grupo abeliano, essa inclusao pode ser propria

como mostra o



(I3

Exemplo 3: Consideremos

o == O Ll 0 [0 A [0 L]} remos que (59 ¢

um grupo ndo abeliano e todos os seus subgrupos sdo normais. Nesse grupo

, a multiplicacdo usual de matrizes no conjunto

denominado grupo dos quatérnios, temos que

My (Q3) (: NCq, (M) > # NNy, (M) = Q3

Mem(AQ3) Mem(UQ3)

De forma direta ou usando o fato de que Ily (G) = y ﬂM . podemos ver
eEm

facilmente que Z(G) =Ty (G) = NM = NC;(M). Essa comparagdo entre o
Mem(UG) Mem(UG)

preservador da propriedade 2 e o centro de um grupo evidencia a comparagdo que

fizemos no exemplo 2.

3. Elementos A-preservadores e 0 AC- centro de um grupo G
Nesta se¢do introduzimos o conceito de Zy (G), o AC- centro do grupo G.
Mostramos que sempre Iy (G) é parte de Zy (G) e que, mesmo que esses conjuntos ndo
coincidam, cada elemento do AC- centro de G ainda ¢ centralizado por algum membro da

familia m(AG).

Definicao 4: (Ver [1]) Seja G um grupo e x um elemento em G. Dizemos que x €
um AC-elemento de G se, e somente se, G/ a\y € U, ou seja, G induz sobre (x©)
Ce({x%))

um UA-grupo de automorfismos.

O conjunto dos AC-elementos de G, denotado por

5 (@) = {x €6/ e, oy o

¢ denominado o AC- centro de G. Se Zy (G) = G, dizemos que G ¢ um o AC- grupo.

O fechamento da classe 2 para subgrupos, quocientes e para produto direto de
dois fatores, permite concluir que sempre Zy (G) ¢ um subgrupo de G que goza de

algumas propriedades. Temos a seguinte



Observacio 2: Seja G um grupo. Entdo valem as seguintes proposicoes:
a) Se G/HQI ©) ¢ abeliano, entdo Zy (G) = G ¢ um AC-grupo.

b) Zg (G) é um AC-subgrupo de G.

¢) Para todo subgrupo H de G, temos que Zy (G) N H < Zy (H).

Demonstracao: a) Segue imediatamente usando isomorfismo e o fato de que U

G/
A ] . G ~ ]'—IQI (G) .
¢ fechada a quocientes: Temos /C,G ((x6)) = Cq((x6) )/ ; Vx €QG.

My (G)

Que todo elemento em Iy (G) < C;({(x¢)) é claro (ver o exemplo 2, na se¢do 2).
b) Provaremos primeiro que Zy (G) é um subgrupo de G: Sejam x, y quaisquer
elementos em Zy (G). Pondo z = xy~1, temos (z%) < (x%)(y“) e assim, vale que

E=Cs({(x%))ncC;({(y%)) < C;({z%)). Sendo a classe A fechada para subgrupos e

produto direto de dois fatores, vemos que G / £ ¢ um grupo abeliano. Pelo fechamento da

G
classe U a quocientes, temos que /CG ((ZG)) / /CG ((z6) )/E € U. Isso mostra

que Zgy (G) € um subgrupo de G.

Consideremos agora qualquer elemento x em Zg (G). Vale que

Zy (G)Ce({x%)) Zy (G)
A ¢\\X /G ((x ))_ /ZQI(G){']CG(OCG)) /CG(G))eum grupo

abeliano. Como Zy (G) N C({x€)) < Czy () ((x* (D)) e a classe A também ¢

: Zy (G) . .
fechada para quocientes, vemos que / Cr (6 ({2 ©)) € U e assim, Zy (G) é

um AC-subgrupo de G.

¢) Seja x um elemento em Zg (G) N H. Pelo teorema do isomorfismo, temos que

HCG((x°)) , |
/ana((xc))_ o /CG((XG))SG/C’G((xG)) ¢ um grupo abeliano.

Como, H N Cs({x°)) < €y ((xf)), novamente por isomorfismo temos que o grupo



i 0 egeey)

~ H A 1
Cu(( = /CH((xH)) ¢ abeliano. Isso mostra

xH) )/
H N Ce((x%))
que x ¢ um elemento em Zy (H). 4

Observacio 3: Se G é um grupo e x € Zy (G), vale que (x°) < M, para algum
M na familia m(UG).

Demonstracio: E suficiente provarmos que o fecho normal de x é abeliano. De

fato: Seja x um UC-elemento de G. Entdo, vale que G/CG ((x6)) € A. Desde que

Cs((x%)) < €;(x), por isomorfismo e pelo fechamento da classe U para quocientes,

Gy
o) |
X
e o)

= G/C’G (x) ¢ abeliano e C;(x ) 2 G. Isso significa que

V 9192 € G, vale que x91 € C;(x92 ), ou seja, (x€) é abeliano.

Observacao 4: Em qualquer grupo G vale que:

a) Iy (G) < Zy (G);

b) Se x € Zy (G), (x¢) é centralizado por algum elemento M de m(UG).

Demonstracio: a) Para todo x em Ily (G), usando a caracterizacdo de Iy (G)
na proposi¢do 3 e o fato de que para todo g em G, temos (g) < M, onde M € m(AG),

vemos que x, g € M e assim, xg = gx. Isso mostra que C;({(x%)) = Cz(x) =G ¢
assim temos que G / e\ = 1 éum grupo abeliano. Portanto vale que x € Zgy (G).
Ce ((x€))
b) Pela observagdo 3, vale que (x%) ¢ um subgrupo (normal) abeliano de G.

Assim, temos que (x%) < M. Segue que C;(M) < C;({x%)). Pela observacdo 1, vale

que M = C;(M) o que mostra que M centraliza (x).,

Exemplo 4: Em muitos casos temos Ily (G) # Zy (G). Por exemplo, em S;,

temos Iy (S3) = 1, enquanto que 1 # A3 < Zg (S3).



4. Consideracoes finais

A existéncia de subgrupos abelianos maximais em um grupo G, garantida pelo
lema de Zorn, permite que o conjunto Iy (G), preservador da propriedade A em G, seja
obtido como a intersecdo desses subgrupos. O exemplo 2 e as proposicdes 1 e 2,
motivam uma “nova” defini¢do do centro de um grupo.

O fato de que o produto de dois subgrupos normais abelianos de um grupo G,
em geral ndo ¢ um subgrupo (normal) abeliano de G, de certa forma, “diminui” as
possibilidades de obtermos mais resultados utilizando esses subgrupos maximais dentro
do grupo G.

Conforme o exemplo 3, o AC-centro de um grupo G pode conter propriamente
Iy (G). Nesse caso, podemos comparar os elementos desses subgrupos: Para um
elemento 1 # x € Iy (G) vale que todo subgrupo abeliano maximal de G centraliza
(x€), o fecho normal de x em G. Enquanto que se 1 # x € Zy (G), com x & Iy (G), o
item b) da observacio 3 garante que (x%) ¢ abeliano e por isso estd contido em um
subgrupo abeliano maximal de G. Esse subgrupo certamente centraliza (x©).

O conceito mais geral de preservador de uma propriedade X de grupos,
formulada por Maier e Ramos (ver [5]), foi investigado a partir da classe LIt dos grupos
localmente nilpotentes, grupos nos quais todo subgrupo finitamente gerado ¢ nilpotente.

A existéncia de subgrupos localmente nilpotentes maximais e¢ do maior
subgrupo normal localmente nilpotente de um grupo G sdo garantidas, respectivamente,
pelo lema de Zorn e por um teorema Hirsch e Plotkin (ver [2], § 12.1) que mostra que o
produto de dois subgrupos normais localmente nilpotentes de um grupo G ¢ um
subgrupo (normal) localmente nilpotente de G. Utilizando esses fatos foi possivel
definir o conjunto I,q (G) ={x € G/ (x®)H € LN; V H € LN}, preservador da

propriedade de um grupo ser localmente nilpotente, mostrar que I, (G) = NM ¢
Mem(LRG)

estudar as propriedades desse conjunto.
Investigacdes mais cuidadosas mostraram que, sempre que uma classe X de
grupos ¢ fechada para subgrupos, quocientes e produto direto de dois fatores, o conjunto

M (G) = {x € G/{(x“)U € %; VU € ¥G} merece uma aten¢io especial.
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