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Resumo
Por comparac¢do objetos matematicos podem ser identificados dentro de
universos mais simples. A existéncia de uma correspondéncia biunivoca entre o
conjunto das sequencias quase nulas e um subconjunto do conjunto das func¢des

reais permite que se faca uma defesa do conceito de grau de determinadas funcdes.

Abstract
By comparison mathematical objects can be identified within universes
simpler. The existence of one-one correspondence between the set of sequences
near zero and a subset of the set of real functions allows you to make a defense of

the concept of degree of certain functions.
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Introdugdo: Justificativa e Objetivos

Comecei a carreira do magistério nas ultimas séries do ensino ginasial (hoje
denominado de ensino fundamental). Depois de um ano passei a atuar também no
22 grau (hoje chamado de ensino médio). De 14 para ca ja sdo 26 anos procurando
desenvolver minhas habilidades e ensinar com certa responsabilidade os temas
relacionados com a Matematica. A op¢io pela abstragio da Algebra apareceu muito
cedo e junto as mais diversas angustias.

Tao necessario como é a padronizacdo da linguagem matematica,
constituida de simbolos, férmulas e proposi¢cdes, que se acumulam ao longo do
tempo, é a interpretacdo de tudo aquilo que podemos apreciar e “saborear” ao
lermos um texto de Matematica. Leitura que imprescindivelmente deve ser feita
corretamente, em obediéncia as regras gramaticais do portugués, do inglés ou de
qualquer outra lingua em que ele se traduz.

Muitas vezes, nas variadas tentativas de justificarmos as regras ou
propriedades inerentes aos objetos matematicos podemos, por empirismo,
formalizar conceitos distantes do rigor que essa ciéncia exige.

A proximidade dos alunos dos cursos de graduacdao e pds-graduacgdo,
especialmente aqueles cursos ligados a Matematica e as Tecnologias, nos faz
participar de varias realizacdes como, por exemplo, o sucesso dos alunos em uma
disciplina mais especifica da Matematica ou de angustias como as “confusdes” que
certas orientacdes de leitura ou uso indevido de notacdo podem provocar. Uma
discussdao que presenciei se refere a um grupo de alunos por ndo estarem
aceitando o fato de que “zero é um nimero par”. A justificativa dada, inclusive por
pessoas mais experientes, era de que “esse numero inteiro ndo é nada”. Uma
afirmacio descuidada. Outra girava em torno de que vale a igualdade V16 = —4, ja
que (—4)? = 16, mais uma confusdo com claras defini¢des matematicas.

Atualmente leciono uma disciplina de Algebra Basica no 12 periodo de um
Curso de Licenciatura em Matematica e outra disciplina de Algebra em um Curso
de mestrado em Matematica. Esse ultimo, uma acdo conjunta entre a UFAC e a
UFAM. Isso permite que eu faca constantes avaliagdes quanto a forma de abordar e
dosar os conteddos relacionados com essas disciplinas.

Numa das aulas da graduacao, onde o objeto de estudo era o conjunto das

funcbdes reais, apds definir a adicdo de func¢des, usei uma funcdo especifica,
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chamando-a de “fun¢do do 22 grau”. Educadamente um dos alunos fez um
questionamento, inclusive dizendo que também se sentia privado do “direito” de
usar esse “nome” para uma funcao que, para ele era assim chamada e que, agora,
na Universidade, foi aconselhado a chama-la de “funciao quadratica”. Uma “boa
justificativa” para isso era a auséncia de resposta para a natural pergunta: se essa
funcao tem grau, entdo qual é o grau da funcao exponencial, por exemplo? Depois
de uma breve conversa a respeito de como essa informacdo chegou para a turma,
pude constatar que a mesma ndo foi feita de forma irresponsavel. Havia uma
motivacdo para que isso fosse realmente colocado para os alunos. Mesmo assim,
resolvi intervir. Adiantei aos alunos que assim, por compara¢dao com 0s outros
elementos desse conjunto de func¢des, poderiamos realmente ser levados a
divulgar que seria incorreto insistir no uso desse termo. Mas, como os polindmios
em breve seriam tocados em nossas aulas, poderiamos em breve fazer uma defesa
da permanéncia da relacdo do grau com determinadas fungdes reais. Essa é a
principal motivacdo para eu ter me dedicado a escrever esse pequeno relato.

A descricdo do conjunto PP dos polindmios e o conceito de homomorfismo
serdo colocados em nossa 32 se¢do de modo a darmos a exata justificativa em

defesa de que podemos considerar o grau de certas fungdes reais.

Fundamentos Tedricos - Metodolégicos

Apesar das varias vertentes metodologicas é preciso entender que,
independentemente do que elas recomendam, o estudo dos varios conceitos
matematicos hoje ja sistematizados depende incondicionalmente da uniformizac¢ao
de uma linguagem universal.

Por questdo de lideranca de uma pessoa ou Instituto, poderiamos adotar
uma corrente filosofica como a da Escola Pitagérica. Nao existiria chance alguma
para questionamentos que conflitam com uma ideia ja colocada. Mas, assim, a
manutencao de uma boa proposicdo matematica poderia estar em risco mediante o
ceticismo de pensadores que se dedicassem a suscitar duvidas, substituindo o
meérito e o rigor de uma verdade matematica por um consenso filosofico.

Muitas tentativas de formulagdes Matematicas nos levam a realizar

pequenos testes. Em geral, perguntas simples nos levam a concluir resultados mais
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gerais. Porém, um “descuido” pode ser o caminho para a construcdo de
formulagdes absurdas.

Segundo o suico Jean Piaget, o principal objetivo da educacdo é criar
individuos capazes de fazer coisas novas e ndo simplesmente repetir o que as
outras geracdes fizeram, dado que as estruturas operatorias da inteligéncia nao
sdo inatas. Porém, em se tratando da Matematica, caminhamos mais rapido na
repeticao e aprendizado dos conceitos ja postos do que na formalizacio de um
conceito cientifico novo.

Os conhecimentos e conceitos cientificos se desenvolvem a partir de
propriedades mais complexas dos objetos matematicos e se manifestam através do
carater consciente e da voluntariedade, convertendo-se em experiéncias pessoais e
situagdes concretas.

O desenvolvimento das Ciéncias, principalmente o desenvolvimento
daquelas ciéncias que, em esséncia, primam pela generalizacdo, pela abstragdo e
pelo investimento em novas descobertas, é impulsionado por correntes filoséficas
do pensamento matematico como o construtivismo, o formalismo e o logicismo.
Seguindo ou ndo uma dessas correntes de pensamento, ndo podemos ignorar as

mais variadas formas de vermos e relacionarmos os objetos matematicos.

Agdes Desenvolvidas

Antes de organizar este relato em defesa da manutencao do fato de
podermos atribuir um “grau” para certas fun¢bes reais, procurei organizar os
argumentos de forma que os conceitos matematicos que fossem abordados fossem
direto a questao que motivou a discussdo que esta sendo relatada aqui.

Fiz algumas consultas a respeito de o termo “grau” ser atribuido a uma
funcao real. Alguns colegas devolveram a pergunta, certos de que isso é algo velho
e ja aceito desde as ultimas séries do ensino fundamental. Outros, ja informados de
uma nova forma de discurso a esse respeito, além de aceitarem as novas
recomendagoes: fungdo ndo tem grau, explicaram que o que teria levado eles a
aceitarem essa ideia € o fato de que nao podemos atribuir um grau a cada uma das
fungdes reais. Qual seria, por exemplo, o grau da funcao real definida por senx?

Essa pergunta me foi feita com o intuito de por fim a conversa. Porém, entendi que
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ela deveria encerrar esse o assunto. Cada vez que eu abordava um colega de estudo
procurava falar dos homomorfismos bijetores, comecando com aqueles que
identificam cada nimero complexo com um vetor de R? ou com uma matriz
quadrada de ordem 2. Por fim, lembrava-os de que os polindmios, de fato, sdo as
(fungdes) sequéncias quase nulas e que poucas vezes eu Vi os colegas professores
fazerem essa abordagem. Minhas explicacdes eram dadas de forma clara, apoiadas

nas descri¢des que fago a seguir.

1. O Conjunto P, (x) dos polindmios de grau no maximo n
Um polindbmio pode ser identificado como uma sequéncia de elementos em
R (o corpo dos numeros reais) ou C (o corpo dos nimeros complexos). Essa

sequéncia é formada pelas transformadas de uma funcdo que age de N para R ou C.

1.1. Definicao: Denominamos de sequéncia real (numérica) ou complexa a toda

funcdo f que possui dominio D(f) = N e contra dominio CD(f) = R ou C.

1.2. Exemplos:

gN——>R

1. A funcao n i g(n) = (—1)"

tem como conjunto imagem, Im(g) = g(N) =

{g(m)/m €N} ={-1,1}

2. Também é uma fungio 1 - Aqui, temos que Im(l) = I(N) =
n—l(n) =—
n+1
11111
{l(n)/n € N} = {...,g,g,z,g,z ,1}

Ao definir uma sequéncia iremos considerar os valores que a fun¢ao produz
quando atua em N. Em geral, denotamos por (a,) ney Uma sequéncia cujo dominio

é o conjunto N dos ndmeros naturais.

N

No exemplo 2, podemos escrever (L) = (1,%%, ,...). No exemplo 1,
nenN

n+1

(—D))pey = (1,-1,1,-1, ...).
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1.3. Defini¢Ges:

i) Se para uma sequéncia (a,),ey temos que a,, = 0,V n € N, dizemos que (a,)nen
é uma sequéncia nula.

ii) Se para (a,)nen, vale que a, =7 € R(ouC),Vn € N, dizemos que (a,)nen €
uma sequéncia constante.

iii) Se (a,)ney € tal que a,, # 0 paraalgumn <m € Nea, = 0,V n > m, dizemos
que (a,)neny € Uma sequéncia quase nula.

iv) Duas sequencias (a,)nen € (bp)ney S0 iguaisse, e s6 se,a; = b;, Vi € N.

1.4. Observagdo: Consideremos o conjunto
P ={(aq a4,..,a,,0,0,..) /a; ER;i=0,1,2,..,nen € N},
das sequéncias quase nulas, juntamente com a sequencia nula. Entdo, em P estdo
bem definidas as seguintes operacdes: V (a,) nen, (bm) men € P:
+:(@n)nen + (D) men = (Ct)ten, talquec, = ar + by, VL EN.

1 (@p)nen * (bm)men = (d)ien,onde d; = ¥—pyjagh;, vV L € N.

1.5. Exemplos:
1. Se (@) ney = (=1,0,2,0,0, --) e (by) men = (2,2,2,2,2,0,...), temos

(an)nen + (bm)men = (c)een = (1,2,4,2,2,0,0,...) € (an)nen - (bm)men =
(d))en, onde
dO == aobo - 2

d, = agby + a;by = -2

d, = agb, + a1by +ayby =2

d; = agbz + a1b, + ayb; +azby=—-2+0+4+0=2

d4y = agby + a1bs + ayb, + azb; +aby=—-2+0+4+0+0=2¢

ds = agbs + a1by + aybz + azb, + ayb; +asbg =0+0+4+0+0+0 = 4.
Continuando com esses calculos, vemos que dg =ds =4 e d;, =dg=--=0.

Logol (dl)lEN = (_2r _21 2; 2; 21 41 4‘; Or 01 )

2. Considerando as sequéncias

g N——R
nn—1)(n—2);sen<3
0,sen >3 '

fN——R .
ne f) = (D43 ¢ e g0 ={

temos
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f+9gN——R
n— (f+g)m)=fn)+gn) = {E Bnig‘;i@;—l)(n—@ sen<3

Essa func¢do determina a sequéncia (4,2,4,8,4,2,4,2,..), cujo 7° termo é o
nimero 4. De outra forma: Tomando a sequéncia (4, 2,4, 2, ...) definida por f e a
sequéncia (0,0,0,6,0,0,...) definida por g, temos a soma (4,2,4,8,4,2,4,2,...)

que é a sequéncia definida pela fungdo f + g.

Cuidado: Considerando a fung¢do produto (comumente definida no Calculo),

f.gN——R

n— (f.g)(n) = f(n).gn) = {(((( 11))7;‘:_:;)) g(il(;rll)ing_ 2);sen < 3

obtemos a sequéncia (0,0,0,12,0,0,...). Enquanto que calculando conforme a
definicdo em 1.4 temos
(4,2,4,2,..).(0,0,0,6,0,0,...) =(0,0,0,24,12,24,12, ...)

que é claramente diferente de (0, 0,0,12,0,0, ...).

Para as operacdes de adicdao e multiplicacdo definidas em P, valem e sdo de
facil verificacdo as seguintes propriedades: V (a,)nen; (br)nen; (Ch)nen € P,
Ay (@)dnen + [B)nen + (@nen] = [(@dnen + dnen] + (Gnen
Az (apdnen + Bpdnen = Opdnen + (@nen
A3:30=(0),en=10(0,0,0,0,...) EPe0+ (ap)nen = (@dnen + 0 = (@nen-
Ay 3 —(@adnen EPe(@nen t [—(@)nen] = —(@)nen + (@)nen =0
My: (@)nen-[(bn)nen- (Cnen]l = [(@nen (blnenl (Cpnen
M3: (anen- (bnen = (bnen- (@ndnen:
M3:31=(1,0,0,0,..) e Ptalque1.(a;)nen = @)nen-1= (@)n e n-

D: (an)ne N- [(bn)n eN T (Cn)ne N] = (an)ne N- (bn)ne N T (an)ne N- (Cn)ne N-

1.6. Defini¢do: O conjunto P munido das operag¢des de adi¢cao e multiplicagdo aqui
definidas, é chamado de conjunto dos polinémios de grau no maximo m.

Os elementos de P serdo representados por letras minusculas de nosso
alfabeto. Além disso, para f = (ay aq,az, -.,0,,0,0,..) = (@ )nen, oOnde
a, = 0 sen > m, temos que:

i) Se a,, # 0, entdo a,, é o coeficiente dominantede f.

ii) Se a,, é o coeficiente dominante de f, dizemos que m é o grau do polinémio f.
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iii) Por df = m denotamos o grau do polinémio £
iv) Nao se define o grau do polindémio nulo 0 = (0,0,0,...), ja que ndo existe
a, # 0 paraalgumn € N.

Consideremos em P o elemento x =1(0,1,0,0,...). Este elemento é
denominado de identidade. Precisamente, a identidade x é um polindmio de grau
um, cujo coeficiente dominante é um.

Valem os seguintes calculos

x°=1=(1,0,0,..)

x'=x=1(0,1,0,0,...)

x?=x.x=1(0,1,0,0,..).(0,1,0,0,..) = (0,0,1,0,0, ...)

x3=x%x=1(0,0,1,0,0,..).(0,1,0,0,..) = (0,0,0,1,0,0,...)

x™=(0,0,..,0,1,0,0,...), onde 1 é o coeficiente dominante e aparece na

posicao n (é o (n + 1)-ésimo termo da sequéncia).

1.7. Observagdo: O conjunto C ={f € P/f = (,0,0,..) comr € Roudf = 0},
munido das operagdes de a adi¢do e a multiplicacdo, definidas em P, é denominado
de conjunto dos polinémios constantes. Podemos identificar cada elemento de C

como um elemento de R ou C. Isso pode ser feito assim: (0,0,0,..) =0,

(1,0,0,...) =1e (—\/E, 0,0,..) = —V2.Emgeral, Vr € R, pomos (r,0,0,..) = .

1.8. Defini¢do: Sejam R o conjunto dos nimeros reais e [P o conjunto de polindmios
definido em 1.6. Para todo f = (aq,a4,0ay,...,a,,0,0,...) EP e Vt € R, podemos
definir: =: t. f = t. (ag, a4, ay, ..., ay, 0, ...) = (tay, tay, tay, ..., ta,,0,...) € P.

Valem as seguintes propriedades: Vr,s € ReV f,g € P,
Pyr.(f.g)=f)g=1.(r9g)
Py: (r.s).f =r.(s.f)
Py:(r+s).f=r.f+s.f
Pyr.(f+g)=r.f+r.g

Essa multiplicacao (externa) de R para P permite escrever um polinémio de
outra forma: para todo f = (ay, a4, a,, ...,a,,0,0,...) € P, vale que

f = (ag,a4,0ay,...,a,,0,0,...) =
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= (a0,0,0,...) + (0,a,0,0,..) + -+ (0,0, ..., a,, 0,0, ...
= 0y(1,0,0,..) + a,(0,1,0,0,...) + - + a,,(0,0, ..., 1,0,0, ... )
= agx® + a;xt + - + ax™

Essa é a forma algébrica do polinémio f.

1.9. Observagdo: Sejam P o conjunto dos polindmios e f qualquer elemento em P.
Entdo, a forma algébrica de f é nica.
Demonstragdo: Consideremos a definicdo no item 4) de 1.3: se tivermos as
igualdades  f = agx® + a;x* + -+ + ax™ = box° + byx* + .-+ b,x", vale que
(ag,aq,ay,...,a,,0,0,..) = (by,by, by, ...,b,,0,0,...). Equivalentemente, temos
a; =b;,Vi=0,1,2,..,n Isso mostra que f = agx’ + a;x* + - + a,,x™ é a (inica)
forma algébrica de f.

Essa observacdo permite que reescrevamos o conjunto P como sendo
P,(x) = {agx® + a;x* + -+ a,x" Ja; ER;i =0,1,2,...,nen € N}, considerando
a identidade x = (0,1,0,0, ...) e a unicidade da forma algébrica de cada elemento

em P.

1.10. Exemplos:
1.0 polinémio t = (2,0,—1,3,0,0, ...) tem a seguinte forma algébrica:
t =2(1,0,0,0,0,...) + 0(0,1,0,0,0, ...) + (—1)(0,0,1,0,0, ...) + 3(0,0,0,1,0, ...)
= 2x% 4+ 0x + (—1)x? + 3x3.
2. Para os elementosde P: [ = (2,1,0,0,...) eJ = (0,1,0,4,0,0, ...). Temos que:
i) o polinémio (2,1,0,0,0,0, ...).(0,1,0,4,0,0, ...) = (0,2,1,8,4,0,...) é o produto [.j
ii) as formas algébricas de l e j sdo: [ = (2,1,0,0,0,0,...) = 2x°+1x! = 2+ x e
j=1(0,1,0,4,0,0,..) = 0x° + 1x* + 0x? + 4x3 = x + 4x3, respectivamente. Daj,
Lj=2+xY).(0x° + x4+ 0x% + 4x3)
= 0x° + 2x + 0x% + 8x3 + 0x + 1x2 + 0x3 + 4x*
= 0x° + 2x! + 1x% 4+ 8x3 + 4x* = 2x + x% + 8x3 + 4x*.
Comparando i) e i), temos [.j = (0,2,1,8,4,0,...) = 2x + x? + 8x3 + 4x*.
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2. 0 Conjunto das fungdes reais
Para podermos comparar um polindmio com um tipo especial de fungao
real, faremos agora uma pequena descricdo da estrutura do conjunto

F ={f: R - R/féuma fungio} das fungdes reais.

2.1. Observagao: Considere o conjunto F. Definindo que Vf, g € F:

f+9:R — R f.goR — R

x & (f+ @) = f() +g(x) © x = (f.9)() = f(x).gkx)
valem e é de facil verificacao que, Vf, g,h € F, as propriedades A4, A;, A3, Ay, M4,
M,, M; e D ja observadas anteriormente para as operagdes de adicdo e
multiplicagdo no conjunto IP,,(x) dos polindmios. Nesse caso temos que
ocR — R —f:R — R
x »o(x)=0 € x P —f(x)=—x
sdo, respectivamente, os elementos neutro e inverso para a operagdo de adigdo
aqui definida: V x € R, claramente podemos calcular: (o + f)(x) = o(x) + f(x) =
0X)+fX)=0+f()=fx)=f(x)+0=f(x)+o0(x)=(f +0)(x). Isso nos
mostra que o é o elemento neutro para a adigdo. Também sdo claras as igualdades
(—f+HNE@) == +fx)=0=0x)=f)+ (=f(x)) =+ (=/))x). O
que mostra que —f € o inverso aditivo do elemento f de F.
Com relagdo a multiplicacao,
TR — R
x »l(x)=1

é o elemento neutro. Vale que (1. f)(x) =1 (x).f(x) = 1.f(x) = f(x) = f(x).1 =
f)1 () =(Dx);VxeER.

2.2. Defini¢dao: Seja R o conjunto dos numeros reais e F o conjunto das fungoes
reais. Entdo, V f € F,Vr € R, podemos definir a fun¢do produto,
rf:R — R
C x e P =@,
Valem as seguintes propriedades: Vr,s € ReV f,g € F,
Dr-(f9=0.g=1f(9)
i) (r.s).f =7r.(s.f)
ii)(r+s).f=r.f+s.f
ivirn(f+g)=r.f+rg
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2.3. Observagdo: Dentro de F, o conjunto

P_{f:R—ﬂR{
Lo xof)=artaxt+ -+ anx

n /G ER I=012,..,nen€ N},

munido das operacdes de adicdo e multiplicacdo definidas em 2.1, goza, por
heranga, das propriedades A4, A, My, M, e D. Além disso, se colocarmos
a,=0€R; parai =0,1,2,...,n ou ap=1ea; =0; parai =1,2,...,n ou
considerarmos os inversos aditivos (que existem!) dos coeficientes a; € R; i. e., 0s
numeros —a; € R;i =0,1,2,..,n, para n €N, vemos as fungdes o,1,e — f sdo

elementos de P.

Demonstragio: E imediata!

Faremos a seguir algumas consideragdes sobre os homomorfismos. Essas
funcbes especiais nos ajudardo a compreender a identificacio que pode ser feita

entre os elementos de P,,(x) e P.

3. Homomorfismos

Abrimos esta secdo com uma definicio geral de homomorfismo.
Comumente ela é feita sem levar em conta a operacdo definida em cada um dos
conjuntos de dominio e contra dominio da fungdo relacionada. Isso é comumente

entendido por quem tem familiaridade com a problematica aqui envolvida.

3.1. Defini¢do: Sejam X e Y conjuntos ndo vazios. Suponha que * é uma operagdo

bem definida em X e O é uma operagdo bem definida em Y. Uma fungao
p:X =Y
x = ¢x)

é dita um hAomomorfismose, esé se, V a,b € X ,vale que ¢(a *b) = @(a)ap(b).

Um homomorfismo injetivo é denominado monomortismo. Se for

sobrejetivo é denominado epimorfismo. Se for bijetivo é denominado isomorfismo.

3.2. Observagdo: (As Leis do Cancelamento): Seja A um conjunto ndo vazio.
Dizemos que valem as /eis do cancelamento para uma operacao * definida em 4, se

para a, b, c € 4, temos que

a* b= ax* ce b= c(cancelamento a esquerda) e
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bx a= cx as b= c(cancelamento a direita),

Na maioria das vezes essas regras ou leis sao permitidas ou pela existéncia
de elemento inverso para a operagdo * ou pela nao existéncia de divisores de zero
para essa operacdo. E o que pode ser experimentado na tentativa de obtermos a

solucao de 2x= 6, bastando que seja U= Q o conjunto universo dessa equacao.

3.3. Observagdo: Se ¢ é um isomorfismo de X em Y valem as seguintes
propriedades:
a) Se e é o elemento neutro para uma operacdo * definida em X € o elemento
neutro para uma operac¢do O definida em Ye em Yvalem as leis do cancelamento,
entdo p(e) = e’
b) Se x! é o inverso de um elemento xem X entdo @(x™1) = (p(x)) ~L
c) Se ¢ é bijetor, 3 ¢ 1, 0 inverso de ¢, e ¢~ é um homomorfismo (bijetor).
Demonstragdo: a) Primeiramente, temos que e* e = e. Dai vale que
éng(e) = ¢(e) = p(ex e) = p(e)ng(e);
ja que @ é um homomorfismo. Cancelando ¢(e) em ambos os membros da
igualdade, vemos que ¢(e) = e’
b) De x* x~! = ¢ obtemos ¢@(x * x™1) = @(e). Como ¢ é um homomorfismo,
conforme o que provamos anteriormente, ¢(e) = e’, vem que @(x)Op(x™1) = e’
Isto mostra que (x™1) = (¢p(x)) L
¢) Sendo ¢ uma bijecao, podemos definir
Y —» X
y T 9 () =x
que é tal que Vy,y €Y, existem tdnicos x,x € X, tais que ¢p(x) =y & x =
¢ () =97 (¥) e ¢(x') =y Dai, temos ¢~ (yoy") = ff()af(x)] =

o Hox*x)] =x*x" =@ 1(y)ae~1(y"). Portanto ¢ =1 é um homomorfismo.

3.4. Exemplo: A func¢do
p: R — C
r e o()=(00,..)
¢ um homomorfismo bijetor, que permite identificar cada nimero real com um

polindmio constante e vice versa. Assim, temos 1= x°=1=1(1,0,0,..).
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A observacao a seguir é o principal resultado no sentido da justificativa que

daremos para que continuemos a considerar o grau de uma funcao.

3.5. Observagdo 5: Consideremos P, (x), o conjunto de todos os polindmios de grau
no maximo z, juntamente com o polinémio nulo e P, o conjunto de fun¢des definido
em 2.3. Entdo, vale que a funcdo ¢ que associa a cada
p = (ag,ay,ay, ...,a,,0,0,..) = agx® + a;x* + --- + a,x™ em P,,(x), a funcio f em
P, definida por f(x) = ay + a;x* + --- + a,x™, é um isomorfismo.
Demonstragdo: Que ¢ é bijetiva é claro! Além disso, temos que para quaisquer
p; = (ag,a4,a5,...,a,,0,0,...),p, = (by, by, by, ..., b, 0,0,...) € P,(x), vale que:
i) (p1.p2) = @(aoho, aghy + ayby, woor Xnm=k+j Ak b;, 0,0 ..) = f; onde a fungo f,
imagem de p,.p; pelo homomorfismo ¢, é definida da seguinte maneira:
ffR — R

x = (f)(x) = agby + (aghy + a1bo)x! + -+ + (Xn+m=k+j axb;) x™*™

Mas essa fungdo, pela multiplicacdo definida em 2.1, é a funcdo produto das
funcgdes:

fl:IR_)R fz:RﬁR
x> g1(x) =ay+axt + -+ ax" © xo g2(x) = by + byxt + -+ + by x™

Assim, temos @ (p;.p2) = ¢(p1). @ (p2); jaque p(p,) = fi e @(p2) = f>.

ii) p(p1 + p2) = @(ay + by,ay + by, ... ,a, + by, 0+ bpyq,0+ byyq,...,0+by) =g
onde a fun¢do g, imagem de p; + p; pelo homomorfismo ¢, é definida da seguinte
maneira:

g-R — R

x = (f)(x) =2 (a; + b)xt + (0 + by )x™ L+ -+ (0 + by )x™

onde podemos supor, sem perda de generalidades, que n < m. Mas essa funcao,
conforme a adicdo definida na observacdo em 2.1, é a soma das fungdes f; e f,
dadas acima. Portanto, vale que @(p; +p2) = @(P1) + @(p2); jA que temos
@ (p1) = g1€ p(p2) = g,. Isso mostra que ¢ é um isomorfismo de IP,,(x) para P.

Essa correspondéncia biunivoca entre os elementos desses conjuntos

permite chamar de fungdopolinomial do n? grauum elemento de P que é da forma:
ffR->R

x—>f(x)=a0+a1x1+---+a xn;ondeaiER; i=0,1..,nen€eN
n
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Discussdo dos Resultados

A expectativa que temos em relacao a publicacdo desse relato é de que a
denominacao do grau para uma fungdo, do tipo que é um elemento do conjunto P,
continue sendo considerada.

Mesmo para um aluno menos experiente, como os alunos que fizeram o
questionamento durante uma das minhas aulas, foi possivel entender a logica dos
argumentos que foram apresentados.

Se o fato de ndo atribuirmos um grau a funcdo real senx fosse um
impedimento para o uso desse conceito dentro do conjunto P, também caberia a
nds questionarmos, por exemplo, o conceito de elemento inverso. No conjunto Z
dos nimeros inteiros, considerando a operacao de multiplicacdo, somente 1 e —1
sdo inversiveis. O fato de nao existir inverso multiplicativo para o inteiro 7 ndo foi
um Iimpedimento para o uso desse conceito dentro do conjunto Z. E, claro, nao

deveria.

Conclusao

Muitos dos avancos nas pesquisas dependem de como um conceito é
estabelecido. Propriedades locais muitas vezes ajudam na descricio do objeto
estudado e por isso tém sua importancia. Quantos niumeros primos pares existem?
Todas as fungdes reais sdo derivaveis? Todas sdo inversiveis em relacdo a operacao
composicdo de funcoes?

Entdo, a negativa para o grau de uma func¢do real que é isomorfa a um
polindmio ndo parece se sustentar por ndo podermos comparar todos os

elementos do conjunto F = {f: R - R/fé uma fun¢do} com os elementos em P.
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