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Apresentacao

A idéia de criacdo da revista Elementos nasceu da necessidade da divulgacdo dos
trabalhos realizados pelos membros do Grupo de Ensino e Pesquisa em Classes, Operacdes
e Propriedades de Estruturas Algébricas (GEPCOPEA), grupo de pesquisa cadastrado do
CNPq, desde o ano de 2009.

De inicio, apostando também na nacionalizacdo e, posteriormente, na
internacionalizacdo de suas matérias, evitamos especializa-la em uma dnica tematica como
percebemos nas muitas revistas que primam pela qualidade editorial e pelo nivel daquilo
que publicam. Isso pode significar para esta revista algumas reformulac¢des, inclusive na sua
politica editorial, durante os primeiros anos de sua existéncia.

Apermissao para publicacdes de experiéncias no uso de objetos matematicos abstratos
ou nao, ligadas a politica de ensinamentos, tem a intenc¢do de encorajar mais pessoas a se
lancarem na maravilhosa arte de escrever Matematica, inclusive sob forma de uma narrativa
que socialize metodologias e conhecimentos.

Submissoes de textos fora de um padrao cientifico serdo evitadas. Assumimos assim
o risco de que um Matematico an6nimo e inexperiente, mas com uma brilhante idéia, deixe
de usar o espaco de nossa revista para divulga-la. Atenuamos esse problema insistindo
na divulgacdo das edicoes lancadas e na disponibilizacdo de chamadas regulares para
publicacao.

O fato de o conselho editorial ser composto por pesquisadores de diversas Instituicoes
de ensino, especialmente os Consultores ad hoc, permite que tanto a comunidade académica
quanto os membros do comité editorial local possam se submeter aos critérios de uma
chamada para publicacdo, sem que seja ferida a imparcialidade e a transparéncia no aceite
de uma matéria a ser publicada.

O comité editorial é soberano na escolha de suas entrevistas e informativos, publicando
0 que julgar pertinente a cada edicdo. Em contrapartida, devera fazer suas escolhas
respeitando a proposta de criagdo desta revista, primando pela regularidade anual de suas
edicOes e pela valorizacdo de seus leitores.

Por se tratar de uma revista eletronica, muitos autores, sob a luz de pareceres
favoraveis, podem contribuir regularmente com suas edi¢cdes, submetendo para andlise

seus relatos de experiéncias e artigos cientificos.






Editorial

E com muita satisfacdo que anunciamos o terceiro nimero da revista elementos. Nesta
edicdo contamos com a colabora¢do de alunos e professores vinculados aos programas
de P6s - Graduacao em que o Centro de Ciéncias Exatas e Tecnolégicas da Universidade
Federal do Acre (CCET) esta envolvido. Ao mencionar estes autores, necessario se faz, narrar
algumas conquistas provenientes da teimosia de se dedicar a discussao de diversos aspectos
presentes no conhecimento e no ensino e aprendizagem dos conceitos da Matematica, que
de muitas formas foram cotidianamente agregados ao convivio académico e social daqueles
que, apesar de todas as adversidades, resistiram as simplificacdes e seducdes presentes no
mundo p6s-moderno, para dedicar-se ao estudo desta ciéncia.

Apresentamos, logo no inicio desta edicdo, uma entrevista com o professor Renato
Tribuzzi da Universidade Federal do Amazonas (UFAM) que em nossa visdo, juntamente
com seu irmao Ivan Tribuzzi, foram pioneiros na orientacdo de varias gera¢des de jovens
amazonenses e também acrianos, incentivando-os a dedicar-se ao estudo da matematica,
sobretudo para atuarem como professores no ensino superior.

Os professores do Centro de Ciéncias Exatas e Tecnoldgicas, incentivados pelos irmaos
Tribuzzi e por outros professores renomados, especialmente da Universidade de Brasilia
(UnB), fortaleceram o curso de gradua¢do que chegou a obter nota maxima no ultimo
Exame Nacional de Desempenho de Estudantes (ENADE). Construiram parcerias com varias
instituicdes entre elas a préopria UFAM, que nos ajudou e estd ajudando com a formacdo
continuada de varios de nossos professores em nivel de P6s - Graduacdo. Estabeleceram
convénios com o Instituto de Matematica Pura e Aplicada (IMPA), possibilitando a iniciativa
e desenvolvimento dos projetos integrando Amazonia, Olimpiada Brasileira de Matematica
das Escolas Publicas (OBEMEP) e o Programa de Aperfeicoamento para Professores de
Matematica do Ensino Médio (PAPMEM). Com a Sociedade Brasileira de Matematica (SBM)
da qual somos Instituicdo associada, ofertamos o Programa de Pds-graduacdo stricto

sensu para aprimoramento da formacdo profissional de professores da Educacdo Basica



(PROFMAT), cujos frutos ja comeg¢amos a colher, com a formagao de alguns alunos e com mais de uma
dezena de outros prestes a se formarem.

Atualmente, além da dedicacdo ao ensino de graduacdo, atuamos em dois Programas de Pés -
Graduacgdo, no PROFMAT e no Mestrado de Ensino de Ciéncias e Matematica, esse dltimo mais vinculado
aos aspectos pedagdgicos da matematica. Por fim, a maioria dos trabalhos publicados nesta edicao e em
outras edi¢cdes da revista elementos, fundamentalmente os de autoria dos professores vinculados ao
CCET, retratam o desejo e a busca de compreensao e produc¢do do conhecimento matematico.

Desejamos a todos uma excelente leitura!

Prof. Dr. José Ronaldo Melo
(Coeditor)
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Entrevista

Professor Renato Tribuzi, a gente ja conhece
um pouco a histéria do senhor como grande
pesquisador e contribuinte do avango da
matematica na regido norte, mas em particular, a
gente queria iniciar essa entrevista sabendo um
pouco da vida do senhor: infincia, familia, ensino

secundario. Como foram essas fases da sua vida?

Meu pai era advogado e dentista. E como
promotor de justica ele ia para o interior todos os
anos, cada ano ele ia para uma cidade diferente:
Fonte Boa, Codajas, Barcelos. E meus estudos
comecaram em cidade do interior, apesar de ser

cidade do interior a gente tinha professores

Salesianos, as vezes, oriundos das missoes
salesianas. Inclusive eu tive, no meu 292 ano secunddrio, um professor que era indio, mas
indio ja educado pelos Salesianos. E meu pai gostava muito de brincar de matematica.
Ele passava problemas para nos, para ver quem resolvia primeiro. Entdo, essa atitude do
meu pai foi bastante eficiente na nossa primeira fase da vida escolar e fez com que
viéssemos a nos interessarmos pelo estudo da matematica. Minha mae era professora do

curso elementar, entdo, ela também participava das brincadeiras de matematica.

O senhor sempre gostou de Matematica ou tinha outra matéria que o senhor se
interessava mais? E o senhor era um excelente aluno, um aluno mediano ou um péssimo

aluno?



Eu sempre gostei de resolver problemas de matematica, mas eu nunca fui
interessado em fazer contas, fazer calculos. No geral acho que eu era um aluno mediano.

Nao em matematica, em matematica era muito bom.

Como foi que surgiu esse interesse pela Matematica do ensino superior? Foi devido

o incentivo do seu pai que o senhor decidiu fazer uma graduagao em Matematica?

Nao! Eu ndo fiz uma graduacao em Matematica. Eu fiz um curso de Filosofia.
Depois da conclusdo desse curso eu viajei para o Rio de Janeiro para fazer o mestrado
em Matematica. A razdo disso é que meu irmao é matematico. Na época ele tinha
concluido o mestrado e me incentivou muito a dar os primeiros passos nessa direcdo. Eu
fiz um curso de mestrado de uma forma muito diferente das outras pessoas. Em
particular, eu nunca fiz um curso de calculo. Mas, o mestrado foi uma experiéncia muito

empolgante. Foi um desafio muito importante na minha vida.

Como o senhor lidou com a questdo de fazer um mestrado em Matematica sem
passado por um curso de graduagdo em Matematica? O senhor fez muito estudos

complementares?

Eu estudava tudo o que precisava para cada disciplina.

Professor, quem é o professor Ivan Tribuzi para o senhor?

Ivan Tribuzi é o meu irmao que fez mestrado em matematica e que me incentivou
a fazer o doutorado em matematica. Na verdade eu queria fazer o doutorado em Logica.
Apesar dele também concordar com isso, sugeria mais que eu fizesse o mestrado em
matematica. O professor Valfredo do Carmo sugeriu que eu fizesse o mestrado em
matematica pra depois fazer o doutorado em Légica porque assim eu teria uma

formacdo mais sélida e porque, naquela época, ele achava que no Brasil os trabalhos nao

tinham qualidade.
O professor Ivan Tribuzi foi professor do senhor também?
Foi meu professor informalmente.
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Com relagdo a sua carreira académica a gente sabe que o senhor ocupa uma
posi¢do de destaque como pesquisador. Como se deu esse processo até o senhor chegar a

esse nivel?

Bem, o IMPA é uma instituicao extraordindria!

Entdo, eu tenho uma formagdo no IMPA. Eu tive a oportunidade de conviver com
excelentes matematicos, meus colegas de aula, professores, e isso me ajudou a ter uma
formacdo adequada para o trabalho de pesquisa. Como eu tinha bastante motivacao pra
isso, ndo foi dificil que eu de repente comecasse a me dedicar a pesquisa com prioridade.
Inclusive, eu viajei para os Estados Unidos e fique um ano e meio em Destra, Califérnia,
onde eu conheci outro estagiario de pés-doutorado que era um alemao e que depois ele

viria a ser meu principal colaborador na pesquisa.

Com relagdo a vida
pessoal  do senhor:
casamento e filhos? Como
que isso aconteceu em
paralelo a uma vida de

pesquisa e estudos?

Eu me casei com
uma colega de aula do
curso de Filosofia.
Quando eu viajei para o
Rio para fazer o mestrado
ela também decidiu fazer

o mestrado em Filosofia

de forma que nds nao
tivemos filhos nos primeiros sete anos. S6 depois de retornar a Manaus, depois de algum
tempo é que decidimos ter o primeiro filho que na realidade foi uma filha e acabou

sendo a Unica, hoje, atualmente eu ja tenho neto.



Certamente trabalhando como matematico o senhor fez varios amigos. Eles sdo da

area da matematica? Ou o senhor possui amigos fora desse circulo?

Como matematico eu viajei muito. Trabalhando com pesquisa, eu conheci muitos
matematicos que se tornaram meus amigos e quase como irmdos, por exemplo,
Eschenburg da Alemanha; Kinoto, do Japdo; Maria Jodo Ferreira, de Portugal e Marco
Rigali, da Itdlia. Mas eu tenho também outros amigos dentro e fora do Brasil que sdo de

outras areas.

A respeito da Matematica na Regido Norte, sabemos que ela vem evoluindo e o
objetivo é que ela evolua mais até atingir um nivel que hoje ja existe em outras Regides do
Brasil. Quais as estratégias que o senhor acredita serem fundamentais para alcangar esse

nivel?

Bem, na UFAM, portanto na Regido Norte, n6s atualmente temos o doutorado em
Geometria Diferencial. Temos o doutorado em associacao ampla com a Universidade do
Para. La eles tem doutorado em Andlise. Entdo, a ideia é a gente conseguir expandir de
forma a termos doutorado em todas as dreas e comecar a formar pesquisadores em
todas elas, para dar conta de todas as necessidades da nossa Regido. Entao, eu acho que
o doutorado é realmente o carro-chefe desse trabalho.

Atualmente, com o doutorado, a gente sempre tem aqui professores visitantes do
pais e do exterior, temos bolsistas de pds-doutorado trabalhando aqui, fazendo pesquisa.
Entdo, tudo isso cria um clima propicio para a pesquisa que vai alavancar o progresso da
Matematica. Mas eu acho fundamental que o governo estadual, federal e as fundacdes de
amparo a pesquisa apoiem a fixacdo de novos doutores na Regido. Isso é fundamental. A
gente precisa ter programas que realmente torne a nossa Regido atrativa para os

pesquisadores.

Professor! Nao sei se o senhor sabe, mas o senhor foi citado, na primeira edi¢do da
revista Elementos, pelo professor Jodo Batista de Oliveira Sobrinho, quando ele comenta
que veio fazer uma pds-graduagido aqui, em Manaus, e teve prazer de ser aluno do senhor

e do professor Ivan. Aqui na Regido Norte o senhor é citado em muitos trabalhos e
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também citado com uma forma de inspiragdo para o trabalho de outras pessoas. Como é

que o senhor vé isso?

Bem, se eu consegui inspirar outras pessoas a se dedicarem a pesquisa, eu acho
que eu cumpri com a minha tarefa, a razdo da minha permanéncia aqui a na regido. Isso
eu aprendi com o meu orientador. Quando jovem eu me preocupava mais com minha
propria carreira do que com o desenvolvimento de outros pesquisadores. Mas, hoje em
dia, a situacdo se reverteu, eu me preocupo muitissimo pouco com a minha carreira pois
passei a me preocupar bastante com meus alunos, com a carreira dos meus alunos. Eu

acho que isso é que me da a maior gratificacao. E ver meus alunos brilharem.

Bem, professor, para concluir essa entrevista, gostaria que o senhor fizesse as suas
consideragdes finais e nos deixe a sua opinido sobre a importancia do desenvolvimento da

Matematica em nossa Regiao.

Eu acho o seguinte: uma das missdes do nosso do nosso programa da pos-
graduacdo é tentar envolver todas as universidades da Regido Norte nesse trabalho de
melhorar a qualidade da matematica. Porque a qualidade da matematica, de certa forma,
mede a qualidade da ciéncia. E, digamos um parametro fundamental para medir a
qualidade da ciéncia e da tecnologia. E a regido que tem a matematica avanc¢ada, vai ter
bons engenheiros, bons professores, bons profissionais em diversas areas. Entdo, se nés
conseguirmos melhorar substancialmente o nivel da matematica na Regido, nos

certamente vamos melhorar também a qualidade de vida.

Professor Renato, eu agradeco a gentileza do senhor nos ter concedido essa
entrevista. Em nome do professor Ivan Ramos o parabenizo pelo trabalho que vem
desenvolvendo na regido norte. Esperamos, em breve, revé-lo na Universidade Federal do

Acre.

Terei muito prazer.
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Da Aritmética a Génese do
Pensamento Algébrico em Diofanto

José Ronaldo Melo

Universidade Federal do Acre

RESUMO

Este trabalho tem por objetivo apresentar os resultados de uma investigacdo
bibliografica realizada a partir das reflexdes manifestadas por alunos, professores
de matematica, e curiosos a respeito das possiveis semelhancas e diferencas entre
aritmética e algebra, assim como sobre a possibilidade da existéncia de um
pensamento algébrico na obra de Diofanto de Alexandria. Para isso, alguns
conceitos e exemplos a respeito da algebra e da aritmética foram descritos, em que
uma concepgao de algebra foi discutida tomando por base o estudo de variaveis, e
sera mostrado que nos processos de resolucdes de problemas encontrados na obra
de Diofanto, algumas caracteristicas do pensamento algébrico sdo possiveis de

evidenciar, sobretudo em relagdo as abrevia¢des da escrita através de simbolos.

ABSTRACT
This work aims to present the results of a bibliographic investigation carried out
from the reflections manifested by students, teachers, and curious people
regarding the possible similarities and differences between arithmetic and algebra,
as well as the possibility of an algebraic thought in the work of Diophantus of
Alexandria. In order to clarify, some concepts and examples respecting algebra and
arithmetic were described, in which a conception of algebra was discussed based
on the study of the variables, and it will be shown that in the processes of
resolutions for the problems found in Diophantus’s work, some characteristics of
the algebraic thought are possible to be evidenced, mainly in relation to the

abbreviations of the written notations through the symbols.

Palavras Chaves: Aritmética, Diofanto, Génese do pensamento algébrico.



1. Introdugao

Alunos do curso de licenciatura em matematica da Universidade Federal do
Acre - UFAC, professores da educacdo basica e curiosos, frequentemente nos
procuram indagando sobre a génese do pensamento algébrico, especialmente
sobre a distincdo entre algebra e aritmética e sobre a época que marcou o
surgimento desses conhecimentos matematicos. Pdde se perceber nas
argumentacdes desses individuos algumas controvérsias provavelmente
provenientes de leituras apressadas ou discussdes distorcidas a respeito do
significado desses dois importantes campos da matematica, sobretudo quanto as
possibilidades em se atribuir a Diofanto de Alexandria, matematico que viveu
durante o século trés de nossa era, um pensamento algébrico.

Na tentativa de mediar um debate, tem se orientado para a investigacdo
dessas questdes a partir do ponto de vista da histéria do desenvolvimento dos
conhecimentos matematicos. Penso que assim podemos esclarecer essas questoes,
além de também estabelecermos uma compreensao a respeito dos significados do
que seja atualmente algebra e aritmética. Creio que apds esse empreendimento,
poderemos vislumbrar uma distincado entre ambas e em seguida mostrar que
havia, de certo modo, mesmo que inconsciente, um pensamento algébrico em
Diofanto. Nesta direcdo, faz se necessario conhecer algumas das idéias desse
importante matematico, principalmente em relagdo aos procedimentos de
resolucdo de problemas envolvendo equagdes, bem como, de que forma seus
métodos de resolucdo de problemas se distinguiam dos modelos geométricos
desenvolvidos no Egito, Mesopotamia e até mesmo na Grécia antes dele.

Portanto, este trabalho tem como objetivo refletir sobre as questdes aqui
levantadas, esclarecendo através da literatura disponivel algumas concepg¢des de
algebra e aritmética, e procurando estabelecer uma distingdo entre ambas,
buscando compreender, sobretudo em que momento histérico e a partir de qual
personagem podemos demarcar um pensamento desse poderoso campo de estudo

da matematica que denominamos atualmente de algebra.
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2. Concepgdes arespeito de aritmética e algebra

Comumente, na pratica docente parece ser mais facil dizer o que faz um
objeto do que elaborar um pensamento do que seja esse objeto. Talvez neste
ponto, residam algumas das dificuldades de nossos interlocutores na tentativa de
estabelecer diferencas entre alguns objetos da matematica, como por exemplo,
entre algebra e aritmética. A algebra vem sendo concebida pela literatura, as vezes
como a ciéncia do calculo das grandezas abstratas, representadas por letras, ou
como a ciéncia que generaliza as questdes relativas aos nimeros e representa as
grandezas através de uma simbologia; ou ainda como um ramo da matematica que
se constituiu como uma extensio da aritmética, utilizando letras e outros simbolos
para representarem numeros e valores, de modo a permitir o estudo de
combinacdes de operacdes aritméticas e solugdes gerais para problemas
numéricos diversos. A aritmética, originaria do grego arithmos, é concebida como a
arte ou ciéncia dos ntiimeros. E, por assim dizer, a parte da matematica que estuda
as operacdes numeéricas e, por extensao de sentido, significa tudo que pressupde
um calculo qualquer.

Do ponto de vista do desenvolvimento histérico, a aritmética é considerada
como o campo mais antigo da matematica, geralmente compreendida como a
ciéncia que estuda os niimeros e suas propriedades. E frequentemente utilizada
nas mais diversas tarefas do cotidiano, bem como em cdalculos cientificos ou de
negocios. Quando se trata de seu uso de forma académica, pode ser identificada
como a teoria dos ndmeros ou aritmética superior. Neste contexto, a aritmética
desenvolve-se a partir da obediéncia a uma ordem operativa abrangendo o estudo
de algoritmos para realizacdo de operagdes com os nimeros naturais, inteiros,
racionais, e reais. No entanto, pode desenvolver-se com o uso de ferramentas
simples, como um abaco ou através de calculadoras e computadores.

De acordo com Newman (1964), a algebra tem por objeto estudar
propriedades de conjuntos munidos de uma estrutura algébrica, tais como grupos,
anéis, corpos e espacos vetoriais. Essa estrutura algébrica consiste em leis de
composicdo internas e externas, compostas das propriedades comutativa,
distributiva, associativa, assim como da existéncia do elemento neutro, e da

existéncia de um inverso.
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A aritmética, por sua vez, é considerada como sinénimo da “teoria dos
numeros” e concebida como um dos ramos da algebra, tendo como objetivo central
o estudo da divisibilidade nos numeros inteiros. Neste sentido, pode ser dividida
em aritmética comum, quando é utilizada em calculos com ntumeros definidos, e
em aritmética literal, quando usada em calculos com numeros representados por
letras. Do ponto de vista da literatura, o uso de letras nao deve ser um critério
aceito para diferenciar a algebra da aritmética.

Talvez seja menos complexo apelar para o senso comum pensando a
aritmética como a arte dos nimeros e a algebra, no sentido etimolégico, concebida
em arabe, como a ciéncia da reintegracdo e comparacdo. Seguido essa légica,
podemos ainda olhar para a aritmética como a parte da matemadtica em que se
investigam as propriedades elementares dos nimeros inteiros e racionais, e a
algebra como a parte da matemadtica em que se estudam as leis e os processos
formais de operagdes com entidades abstratas. De forma grosseira e bem
simplificada, se é que isso é possivel, podemos olhar para a aritmética quando nos
referimos a numeros e para a algebra quando trabalhamos com resolucao de
equacgoes.

Esses conceitos ou significados do que seja especialmente a algebra
parecem poucos esclarecedores para quem busca uma carreira docente e que
poderdo ser constantemente questionados sobre esses objetos. Segundo USISKIN
(1995), podemos estudar quatro concepg¢oes diferentes de algebra a partir dos
varios significados atribuidas especialmente a variavel. No primeiro caso, a dlgebra
pode ser concebida como uma aritmética generalizada, na qual as variaveis sao
compreendidas como a generalizacdo de modelos aritméticos, a partir do
estabelecimento de padrdes, com a preservacdo das propriedades validas para os
numeros. Assim, por exemplo, na igualdade 2 + 3 = 3 + 2, em que visivelmente a
ordem das parcelas ndo altera a soma, pode se generalizar esse fato através da
igualdade: a + b = b + a. Ja diante do desafio de generalizagdo do nimero impar a
partir da constru¢do 3 =2+ 1,5=22+1, 7=23+1 9=24+1,0
representamos por 2n + 1, com n inteiro positivo. Nesse caso, a letra ndo
representa incdgnita, pois o estabelecimento do modelo geral é traduzido numa
espécie de lei (2n + 1) como representativo de numero natural impar. Na segunda

concepg¢do, compreendida como o estudo de procedimentos para resolver certos
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tipos problemas, nds podemos estar diante da traducao de uma situagao-problema
para uma linguagem algébrica. Neste caso, as varidveis podem ser interpretadas
como incdgnitas ou constantes, tendo por base a simplificacdo e a resolugdo. Assim,
por exemplo, na resolu¢do de um problema no qual o triplo de um ndmero
subtraido de 8 é 28, realizamos a tradugdo para linguagem algébrica: 3x - 8 = 28
(*) o que recai na concepg¢iao de algebra como uma aritmética generalizada.
Contudo, para se chegar a concep¢ao de algebra como estudo de procedimentos, é
necessario resolver a equagdo (*), geralmente somando-se 8 a ambos os membros
dessa equagdo: 3x - 8 + 8 = 28 + 8, que simplificada resulta em 3x = 36, cuja
solucdo é 12. Nessa concepg¢do, precisamos desenvolver a capacidade de
equacionar os problemas, além de adquirir habilidades para manipular
matematicamente essas equacdes até chegar a solucdo desejada. A terceira
concepgao refere-se ao estudo de relacées entre grandezas nas quais as leis se
expressam em modelos matematicos operacionais que estabelecem entre si
relacdo de dependéncia e independéncia. Assim, as letras passam a assumir os
significados de variaveis e ndo de incégnitas como nas equagdes. O conceito de
funcao, por exemplo, faz uso dessa concep¢ao na medida em que a variavel assume
dupla significacdo: como ‘argumento’, quando se refere aos elementos do dominio
de uma funcdo; ou ‘pardmetro, se for o numero obtido pela dependéncia do valor
do argumento.

Tomando como exemplo o modelo funcional algébrico do primeiro grauy =
ax + b, x pode ser identificado como argumento e f(x) como parametro, porém ae
b podem assumir diferentes usos, no momento em que se particularizam para
modelos especificos. Um exemplo que pode ilustrar bem essa concepcao esta
presente na formula da drea de um retangulo interpretada como sendo equivalente
ao produto da base pela altura, ou traduzindo A = b. A, onde podemos perceber
uma relacdo entre trés grandezas. Neste caso ndo estamos resolvendo nenhuma
equacdo, portanto parece ndo estarmos pensando em incognitas, ficando evidente
a idéia de variaveis. Nesta concepcao, a algebra parece se ocupar de modelos e leis
funcionais que descrevem ou representam as relagdes entre duas ou mais
grandezas variaveis. A algebra, segundo USISKIN (1995), pode ainda ser concebida

como o estudo das estruturas envolvendo grupos, anéis, dominios de integridade,
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corpos e espacos vetoriais. Nesta concepcao, a ideia de variavel representa mais do

que um simbolo arbitrario.

Em nivel elementar, por exemplo, as atividades que tém por base as
operacdes com calculo algébrico, produtos notaveis, fatoracdo, operacdes com
mondmios e polindbmios, sdo concebidas como o estudo das estruturas algébricas.
Essa concepcao eleva a algebra ao status de ciéncia das estruturas proprias de toda
a matematica, ultrapassando os limites da representacdo de quantidade, sejam
discretas ou continuas. Tem como referéncia as entidades matematicas
desprovidas de significacbes eminentemente numéricas, isto é, o formalismo das
estruturas propriamente ditas. A ideia de varidvel ndo esta vinculada a uma

relacdo ou fun¢do, nem atua como uma incégnita, mas como objetos arbitrarios.

3. O pensamento algébrico de Diofanto.

O pensamento de Diofanto sobre os processos de desenvolvimento da
matematica, especialmente em relacdo a resolucdes de problemas existentes em
sua época, baseado na invengao e no uso de simbolos, certamente para simplificar
a escrita e os calculos matematicos, fizeram com que as expressdes, até entao
escritas totalmente com palavras, pudessem se apresentar de formas abreviadas.
Ao contrario de seus antepassados, que nos procedimentos de resolucdes de
problemas utilizavam excessivamente descri¢cdes através de palavras sem fazer
uso de simbolos para representar incégnitas, Diofanto, na visdo de Roque e
Carvalho (2012), introduziu no cendrio da matematica um novo modo de pensar
tendo por base uma abreviacdo simbdlica das quantidades desconhecidas - as
“designagcoes abreviadas’. Essas “designacdes abreviadas” sdao descritas pelo autor
mencionado, usando-se, por exemplo, a letra final da palavra arithmos (g) para
simbolizar uma quantidade desconhecida; a primeira letra da palavra dynamis AY
como simbolo do quadrado da quantidade desconhecida; a primeira letra da
palavra kybos KY para o cubo; o simbolo AYA para o quadrado - quadrado ou
quarta poténcia; a combinac¢do AKY como o quadrado - cubo ou quinta poténcia; e

a combinac¢do KYK para o cubo - cubo ou sexta poténcia. Assim, traduzindo para a
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linguagem atual um arithmos ¢ equivale a uma incégnita x; um dynamis AY
corresponde a um quadrado (x2); um kybos KY corresponde a um cubo (x3); AYA
equivale a uma quarta poténcia de x (x*); AKY a uma quinta poténcia (%) enquanto
que KYK seria equivalente a sexta poténcia (x°). Com isso podemos representar,
por exemplo, a equacio x¥+13x2+5x como KYaAYyge, notando que a corresponde
a 1, y corresponde a 3, e € corresponde a 5, conforme tabela de equivaléncia do
alfabeto grego com os nimeros.

Os historiadores da matematica sdo unanimes em afirmar que pouco se
sabe sobre como viveu Diofanto, contudo também sdao unanimes quanto as
contribuicbes desse matematico em relacao ao campo da dlgebra e da teoria dos
numeros, deixando pelo menos trés tratados, entre os quais a Aritmética, obra
composta por 13 livros. Conforme Garbi (2010), nesta obra, Diofanto resolve 130
problemas de natureza variada, indo de equacgdes de primeiro grau, de segundo,
até de terceiro grau. No problema 27 do livro 1, por exemplo, € solicitado encontrar
dois nimeros cuja a soma e o produto sejam nimeros dados. Serdao e Brandenberg
(2013) sugerem a solugdo desse problema nas formas assim descritas:

a) Resolugdo retérica: Considere que a soma é 20 e o produto, 96. Supondo
que a diferenca entre os dois nimeros seja 2 arithmos, comegamos por dividir a
soma desses nimeros (que é 20) em dois (obtendo 10). A partir desse resultado,
consideramos um arithmos somado e subtraido de 10, respectivamente, a e de
cada uma das metades. Como a metade da soma é 10, tomando a metade subtraida
1 arithmos mais a metade acrescentada de 1 arithmos, obtendo 20, que é a soma
desejada. Para que o produto seja 96, multiplicamos essas mesmas quantidades,
obtendo 100, subtraido do quadrado do arithmos (um dynamis). Chegamos, assim,
a conclusdo de que o dynamis deve ser 4, logo, o valor do arithmos é 2. Os valores

procurados serdo, portanto, 10 mais 2 e 10 menos 2, ou seja, 8 e 12.

b) Resolugdo usando as abreviagoes: Se esses nimeros fossem iguais, cada
um deles seria 10. Supomos que a diferenca entre eles seja 2(, ou seja, os dois
numeros procurados sdo obtidos retirando ¢ de um destes 10 e adicionando ¢ ao
outro. Como a soma ndo muda apds essas operagdes, temos 10 - ¢ + 10 + ¢ = 20.
Mas sabemos também que o produto desses niimeros é 96, logo, podemos escrever

(10 - ) (10 + ¢) = 96. Observamos, entao, que 102 - AY= 96, e concluimos que o
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valor de ¢ deve ser 2. Logo, os numeros procurados 10 - ¢ e 10 + ( sdo,
respectivamente, 8 e 12.

c) Resolugdo em notagdo moderna: Supondo xe y = 10, seja 2x a diferenca
entre eles, entdo existe z tal que x= 10 - ze y= 10 + z Substituindo na equagdo
Xy =96 obtemos: (10 - 2). (10 + 2) = 96; logo, 100 + z2 = 96. Entdo, zé igual a 2.
Logo, os numeros procurados x= 10 - ze y= 10 + zsdo, respectivamente, 8 e 12.

Em sintese, observamos a partir dos fatos evidenciados, sobretudo em
relacdo aos processos de resolucdes de problemas utilizados desde Diofanto, uma
forte vinculacdo do desenvolvimento algébrico associado aos simbolos que
serviram para abreviacdes de problemas, permitindo solu¢des mais sintéticas em
comparacgao com as resolugdes, fazendo-se exclusivamente o uso das palavras. Os
simbolos evoluiram ao longo da histéria do desenvolvimento matematico
tornando-se uma linguagem poderosa a ponto de se tornarem praticamente

indissociavel da dlgebra e do nosso fazer enquanto docente.

4. Considerag¢des finais

O propdsito deste trabalho investigativo foi o de estabelecer, como
informado em seu inicio, certa distingao entre aritmética e algebra, assim como
especular se havia em Diofanto um pensamento algébrico. Parece claro que em
sintese, a aritmética, em sua origem, estd associada a uma ciéncia ou estudo dos
numeros, principalmente quando se trata de nuUmeros inteiros e racionais,
enquanto a algebra diz respeito ao estudo de certas estruturas. H4 um limite para
que se exiba neste texto apenas uma concep¢ao sobre os objetos algébricos, ou
seja, aquela vinculada a questao de variaveis. Isso porque se acredita que através
dessa concepcdo seja possivel afirmar sobre a existéncia de um pensamento
algébrico presente na obra de Diofanto, pois em seus métodos de resolugdes de
problemas ndo ha recorréncia aos aspectos geométricos presentes no pensamento
matematico egipcio, babilonio e grego; além do mais, como denota Roque e
Carvalho (2012, p. 168) “o fato de haver simbolos para as poténcias superiores ao
cubo ja indica a separacdo entre a aritmética de Diofanto e a geometria, uma vez

que, na geometria da época, uma poténcia maior que trés para um numero nao
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correspondia a nenhuma grandeza”. Um segundo aspecto também levantado por
Roque e Carvalho (2012, p. 169) e que pode ser notado no processo de resolucdo
do problema 27, do livro 1, da aritmética de Diofanto (Conferir, p. 07) é que
“opera-se com quantidades desconhecidas do mesmo modo que com as
conhecidas, ou seja, quantidades conhecidas e desconhecidas tém o mesmo status”,

isso sdo evidéncias do pensamento algébrico.
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Revista

ELEMDENTOS

Uma Certa Equacao Irracional

Dedicado para Emanuel e Demetrius

José Ivan da Silva Ramos

Universidade Federal do Acre

Resumo

Esta é uma pequena narrativa de um episdédio que envolveu a busca da
~ ~ . 1 x x%2 3|4 . -
solucdo da equacgado irracional L Pl S bt sugerida como exercicio por um

professor do Ensino basico de Matematica em formacao.

Abstract

This is a short narrative of an episode that involved the search of the

. . . ! 2 34 .
solution of the irrational equation -+ \E = % + /x—z, suggested as an exercise by a

teacher from school basic training in mathematics.

Palavras Chaves: Equacdes irracionais, raizes e método de solucgao.
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Introdugio: Justificativa e Objetivos

Esta narrativa envolve os conteidos de Matematica do 82 ano do ensino
fundamental, antes chamado de 72 série ginasial do Ensino de 12 grau.
Essencialmente, chamamos a ateng¢do para as discussdes que devem ser feitas a
respeito das equacgdes irracionais, aquelas em que a variavel aparece sob o sinal de
um radical. O episédio que iremos narrar comegou no ano de 1986. Nessa época,
somente um dos autores deste texto havia ingressado no Ensino Superior, fazendo
parte de uma das turmas de alunos do curso de licenciatura em Matematica da
Universidade Federal do Acre. Porém, o “inocente” problema que motivou este
trabalho ndo fora assim percebido por pessoas “experientes” no ensino de
Matematica, tidas como referéncia em nossa comunidade, em Rio Branco, no
Estado do Acre. Este é um texto que, podemos dizer, representa um “relato de falta
de experiéncia”.

Por se tratar da histdéria de um problema de Matematica basica que comeca
numa Escola publica de ensino basico e que, depois de ser levado para o ambiente
da nossa Universidade, passar pelas maos de um professor doutor da Universidade
de Brasilia, terminou compondo um trabalho académico de um aluno de
Matematica da UFAC, ela aconteceu paralelamente a formacdo do agora experiente
professor de Matematica. Sendo assim, entendemos que o conhecimento desses
fatos pode contribuir para as discussdes a cerca do Ensino de Matematica nas
séries iniciais.

Esperamos com essas informagdes também chamar a ateng¢do do leitor para
uma reflexdo sobre procedimentos e metodologias que devem ser usados pelo
professor de Matematica. Principalmente, quando da sua atuacdo frente a uma sala
de aula onde os alunos tém pouca experiéncia.

E provavel que a narrativa em questio, se constitua num alerta para o fato
de que os objetos de estudo da Matematica, em geral, estdao relacionados com
conceitos mais profundos e que nao devem ser abordados isoladamente como se

fossem “pacotes” de conhecimento.

Fundamentos Teoricos - Metodoldgicos

A formaliza¢do de um dado conceito obtida por exaustdo pode significar um

tipo de metodologia de ensino. Para algumas Ciéncias, resultados significativos
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podem ser obtidos por empirismo. Para a Matematica, dados empiricos podem
significar o estabelecimento de um resultado, antes de darmos a ele a formalizacao
e o rigor exigido nos estudos desenvolvidos dentro das areas dessa ciéncia. Mas, no
geral, esses dados nao passam de ilustragdes que permitem compreender sistemas
ou proposi¢cdes matematicos.

Muitas vezes uma definicdo matematica pode acabar criando alguns
“conflitos”. Entdo, se ela tem algum valor é preciso entender as relagbes que
surgem com os demais conceitos acumulados ao longo do tempo, sob pena de
adotarmos, por eleicdo, uma ou outra relagdo matematica. Uma forma casuistica
que nao convém e que ndo deve ser aceita. Por exemplo, o “teorema do niicleo e da
imagem’” que permite avaliar se certos espacos vetoriais sdo ou nao isomorfos, ndo
deve ser mencionado sem que antes entendamos que @ (o conjunto vazio) é um
conjunto L.I. (Linearmente Independente) e que {0}, o subespaco nulo, é o menor
dentre os subespacos que contém @ e que por isso, temos [@] = {0} e dim{0} = 0.
Dessa forma podemos entender que dois espacos de mesma dimensdo sdo
isomorfos, bastando existir entre eles uma aplicacdo linear injetiva.

Nao foi possivel continuar ignorando os triangulos retangulos cujas
medidas dos lados nao formam ternos pitagéricos. E, apesar das contribui¢cdes da
mistica Escola Pitagorica, esse pensamento de “retaliagdo”a a levou a um certo
descrédito. Para o bem da ciéncia, o misticismo ndo se sustentou como
metodologia de ensino de Matematica. Nessa particular questdao podemos perceber
o conflito com os niimeros irracionais. O fato de que v2 aparece naturalmente
como uma das medidas dos lados de um tridangulo retangulo cujos catetes sao
iguais a 1, pode ser justificado por meio de um axioma da Geometria de Euclides,
sobre medicao de segmentos: Os pontos de uma reta podem ser sempre colocados
em correspondéncia biunivoca com os numeros reais, de modo que a diferenca
entre esses nimeros mega a distincia entre os pontos correspondentes.

Embora, na Matematica, sejamos mais velozes em repassar ou aprender um
conceito ja estabelecido, é necessario ndo perdermos de vista um dos principais
objetivos da educacdo que é o de formar individuos com senso critico capazes de

propor coisas novas.
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Em meio a “aventura” do formalismo e da l6gica precisamos cuidar para que
“agradaveis” testes ou simulacdes com numeros, equagdes e outras relacdes

matematicas nao induzam erros ou a banalizacao do conhecimento.

Acgoes Desenvolvidas

Para dar uma ideia bastante aproximada do que aconteceu foi necessario
recorrer aos antigos livros didaticos doados pelo Governo do Estado e adotados
pelas Escolas publicas daquela época.

As lembrangas do professor e as velhas folhas de papéis contendo as
~ . ~ 1 x x%2 3|4
argumentacoes que, essencialmente, apontam a solugdo de pol N beleats SN Bl <

que depois de reencontradas motivaram a elaboracdo deste texto, foram as
principais estratégias utilizadas para desenvolvermos a narrativa a seguir.

O assunto tratado numa sala de aula da 7° série ginasial foi equacgdo
irracional. Esse Tema foi trabalhado durante uma semana. Depois de dar as
definicdes, o professor resolveu algumas equacdes e antes de explicitar seus
conjuntos solucdes, fazia cuidadosamente testes para verificar se os supostos
numeros encontrados eram de fato raizes das equagdes. Os métodos de solucdo
empregados eram de certa forma descuidados e seguiam as receitas do livro texto.
Sem perceber o abismo que cerca esses objetos, o professor propds, no fim de uma

aula, que seus alunos resolvessem como forma de treinamento a equacao:

1+\/E_x2+3 4
X 2 8 x2

Esta equacdo foi montada em segundos sem que os alunos percebessem
. 1
que, adotando x = 2, o professor estava simplesmente somando 5t 1 em cada

membro da igualdade.

Como nao se tratava de parte de uma avaliacao, aquele exercicio caiu no
esquecimento e ndo foi mais suscitado pelo professor e nem pela maioria dos
estudantes daquela turma. Porém, havia um pequenino aluno que, em segredo,
trabalhava incansavelmente na tentativa de resolvé-lo.

Certo dia o jovem foi apresentado por seu pai a um professor da UFAC,

Mestre em Algebra. Eles freqiientavam o mesmo clube nos fins de semana. De
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pronto o garoto apresentou o problema e quis logo saber que nimero poderia
substituir x, naquela equacao.

Provavelmente, o jovem aluno teve outra decepc¢do. Naquele encontro,
mesmo percebendo que 2 é uma solucao para o problema, o professor nao
conseguiu apresentar argumentos que sustentasse isso. Acredito que deve té-lo

convencido de que aquela era uma raiz da equacao, ao fazer a substituicdo dos x
. .3 ~
pelo nimero 2 e obter assim S em cada membro da equacao.

No final de uma das reunides do Colegiado do Curso de Matematica, o
professor procurado pelo aluno, no citado fim de semana, estava um pouco
nervoso. Junto com outros colegas de area ainda nao haviam sido capazes resolver
algebricamente aquela equacao.

Acontece que isso batia como uma afronta para aqueles detentores do
saber. Seus comentarios, colocados publicamente para as pessoas que ali estavam,
eram, agora, sobre os professores do ensino ginasial. Quase em flria condenavam
o fato de que eles, muitas vezes, passavam problemas sem antes medir a
dificuldade que os alunos teriam na tentativa de obter as solu¢des dos mesmos.

Entdo um dos mestres exemplificou, narrando que um pequenino aluno do
Colégio Acreano pediu-lhe ajuda para resolver uma equacgdo irracional e, até
aquele momento, ndo tinha como lhe dar uma solucdo algébrica. Seguiu
comentando que com a ajuda de outro colega professor, haviam utilizado o Calculo
Numérico e, por aproximacao, encontrado x = 2. Mas aquilo ndo lhe agradava.

Um de seus alunos acabou por perceber que foi o proponente do tal
problema. Lembrou-se que se tratava da tal equac¢do deixada como exercicio para
os seus alunos daquela 72 série. Em siléncio, custou a crer que naquele
Departamento, professores experientes e qualificados ndo tivessem conseguido
ainda uma solucao algébrica para aquela equacao.

O entdo professor do ginasio, responsavel pela tal afronta, confessou que
havia deixado o exercicio que fora elaborado a partir de uma soma de nimeros
racionais. Entdo houve um murmurio e muitos que ali estavam acaram tomando
rumo deixando-o a s6 com o seu professor de Algebra. Em pouco tempo foi
convencido de que tinha criado uma “situagdo absurda”. Assim, devia pedir aos
seus alunos ndo considerassem aquela questdo, o que ja tinha caido no

esquecimento da turma, exceto agora, para o professor e seu pequeno aluno.

30



Mas, sem os conhecimentos da Algebra pura o aluno do 62 periodo e
professor daqueles pequeninos fez com que aquela questdo fosse banida para
sempre das discussdes em sala de aula. Isso ndo foi dificil dada a disciplina e
respeito que imperava naquela sua sala de aula.

Ocupado em entender o volume de contetidos e em resolver os problemas
que naturalmente surgiam durante as aulas da graduacao, o professor abandonou
essa questdo e passou a se contentar com aquela solucdo que seu professor havia
elaborado, que consistia em abandonar as argumentagdes algébricas em um certo
ponto da investigacdo para olhar as aproximac¢des de uma raiz de um polindmio, o
que levava a crer que a solugdo x = 2 havia sido deduzida.

Em fevereiro de 1991 estava de saida para comecar o mestrado em Brasilia,
aquele professor do antigo ginasial, agora efetivado como professor do
Departamento de Matematica da UFAC. Foi tudo muito dificil. Sem os
conhecimentos e treinamento necessario, quase que desistiu dos estudos. Mas
situacao foi acomodando-se.

O primeiro curso de Algebra o deixou encantado. Apesar de nio ter
conseguido uma média superior a 6, definiu que seria naquela area da Matematica
que iria se especializar.

Chegou o fim do 12 semestre. Antes de voltar a Rio Branco para rever sua
familia, decidiu colocar a antiga questdo para o seu professor. Pediu permissao
para isso e depois, foi até o seu escaninho e deixou em um papel de rascunho a
equacdo que ele mesmo havia, no ano de 1986, colocado como um exercicio de
fixacdo. Agora ela estava com um professor da UnB, doutor em Algebra e que
ministrara o primeiro curso em Teoria dos Grupos naquele 12 semestre de 1991,
portanto ja havendo se passado mais de quatro anos depois.

Apbs o recesso do meio de ano o referido doutor entregou-lhe algumas
folhas de papel lhe dizendo que ali estava deduzida uma solug¢ao da equacdo e que
essa solucao era 2.

A argumentacdo segue abaixo.

“Temos

1 x x% 3|4 x2 1
-t o=+ | eSS T—-=
X 2 8 X 8 X

Pondoy = G\E,obtemos y? =

X 3[4 _ |x 3/8 x _ |x 2 |x
2 x2 42 x3°2 Al2  xAl2
3 x 3 |x 6 _ X 12 _ x2
P AN PR AR A
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. - 1 2 x?  y12
Portanto, valem as seguintes relagdes: — = e T

3

. 12 2
Consequentemente, vale a igualdade yT —5% =Y

4 :
—F.yz e assim, temos

18 _ 7
yy6 2= % ey —4=y°—-4y° = y'8 —y% + 4y® — 4 = 0. Fatorando, vem que

VO -D+40°-1D =0y -D+40)*-D =0.
Fazendo z =13, vem que z3(z—1)(z?+z+1)+4(z—-1)(z+1)=0. E

uma simples fatoracdo mostra que [z3(z? +z+ 1)+ 4(z— 1D)(z+ 1D](z—1)=0e
que uma solucio desta dltima equacio é z = 1. Substituindo, temos y* = 1 e uma
das solucdes desta equagdo é y = 1. Substituindo novamente vemos que g =1le
desta relacdo, x = 2”.

Tudo terminado entdo! O professor mestrando havia finalmente se
convencido de que na sua Universidade, a Algebra ensinada era deficiente. E a
resposta dada através daquelas argumentagdes era a prova disso.

Em 2 anos e sete meses de curso muita coisa foi vista, muito papel foi
colecionado e livros e mais livros lidos foram se juntando para compor uma
bibliografia sobre os assuntos da Algebra.

Depois de 6 anos de trabalho e dedicagdo ao Ensino de Matematica, em
mar¢o de 2000, o entdo mestre em Matematica retornou a UnB para fazer o
doutorado em Algebra. Em novembro de 2003, com o termino dos estudos, o
professor viu efetivada a estabilidade e a seguranga para que finalmente estivesse
frente a uma sala de aula, dentro de uma Universidade.

Em marc¢o de 2004, novamente aquela equacdo irracional se fez presente. O
entdo professor doutor resolveu olhar com cuidado aqueles papeis antigos.
Lembrou parte daquela histéria e dos medos e das insegurangas no inicio de sua
carreira docente. Estava ali de volta as suas atividades na Universidade
organizando seus arquivos e biblioteca particular quando novamente se deparou
com aquilo que teria se constituido em um problema académico e relacionamento
com seus professores da graduacdao. Uma questdo ingénua, mas que parecia
acompanhar sua vida académica.

Um olhar cuidadoso e veio a surpresa! E que ao investigar aqueles
argumentos escritos, ele percebeu que a solugdo apresentada precisava de um

11

. . . . . A . X
ajuste! Foi usada como verdadeira a seguinte equivaléncia: y® = e -= s
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1 1
S -=— de
X

Observado que a relagdo correta a ser usada seria y® = e

N R

y18_4 _ y7_4

yo oyt

onde obtemos Sy8—_4=y"—4y2 o y® _2y9+2y2-1=0,

novamente estavamos a trabalhar na determinacdo de uma solu¢do para aquela
equacao.

Em 2007, a orientagdo de um Trabalho de Conclusao de Curso relacionado
com as equagdes e a estrutura de seus conjuntos universos, levou o professor a
sugerir que seu orientando incluisse essa questdo como um exemplo de equagdes
que possuem solugdes no corpo ordenado dos numeros reais. Essa “solu¢do”
trivialmente escrita a mais de duas décadas, foi refeita e apresentada por Cleber
Pereira, durante o principio da elaboracao de seu TCC.

Agora, 0 ano ja é 2014 e mais uma vez volto sobre esse assunto. Depois de
28 anos de té-lo iniciado agora percebi que os fatos que o cercaram até aqui podem
vir a servir de uma agradavel leitura, a cerca das experiéncias de um professor de

Matematica.

Discussao dos Resultados

O texto deixa claro que, de inicio, as tentativas de apresentar uma solucdo
algébrica para essa equacdo esbarraram na falta de habito de estudo e na
indiferenca por parte dos antigos professores de Matematica da UFAC, em terem
que cumprir as ementas dos cursos de Algebra.

Acreditamos que o fato desse tipo de problema ser bem elementar para a
realidade do Ensino de Matemadatica na UnB, o professor ndo revisou as
argumentacdes que o levaram a concluir que x =2 é uma solucdo da nossa
equacao irracional.

Como um exercicio proposto para aqueles pequenos alunos do Ginasio, o
professor iniciante que acabou se envolvendo com o problema politico que, sem
querer, causou dentro do antigo Departamento de Matematica da UFAC, poderia
ter evitado essa pequena “novela”, se, contrariando a sua falta de experiéncia,
tivesse tido o cuidado em dimensionar o esfor¢co necessario para resolver a
questdo proposta. O que certamente teria o feito refletir sobre a necessidade de ele

proprio ter que fazer leituras complementares e desenvolver outras habilidades.
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Conclusao

O relato apresentado pode ser visto como um texto apropriado para debates
que envolvam a metodologia de ensino e a avaliacao continuada. Ele aponta erros
“graves” que devem ser evitados na pratica do ensino de Matematica como, por
exemplo, a sugestao de problemas sem o devido dimensionamento do quanto de
raciocinio e esfor¢o sdo necessarios desprender para soluciona-los.

As argumentac¢oes aqui utilizadas para encontrar a solugdo x = 2 acabam

sendo ofuscadas pelas narrativas e as situacdes em que essa equagdo reaparece.

Bibliografia
__BARBOSA, Joao Lucas Marques; Geometria Euclidiana Plana; Colecdo do Professor
de Matematica-SBM; Rio de Janeiro-R]; 1995.
_GONCALVES, Adilson; Introdugio a Algebra; 42 edicdo, Editora IMPA; Rio de
Janeiro-R]; 1999.
__PEREIRA, Cleber e FERREIRA, Cristhiane de Sousa; TCC (Trabalho de Conclusao
de Curso); A Influéncia do Conjunto Universo nos Métodos de Resolucao de Certas
Equagdes; Rio Branco-AC; 2008.

PIAGET, Jean.Fazer e Compreender.Sao Paulo: Melhoramentos. Editora
Universidade de Sao Paulo, 1978.
__. A formagdao do simbolo na crianga: imitagdo, jogo e sonho, imitagdo e
representac¢do. Rio de Janeiro: LTC, 1990.
__. 0 Nascimento da Inteligéncia na Crianga. Rio de Janeiro: Guanabara, 1991.
_ VYGOTSKY, Lev Semenovich. Pensamento e Linguagem. Sao Paulo, Martins
Fontes, 3° edi¢cdo, 1991.
__. Lesorigenes de lapensée chez I’ enfant (Origens do Pensamento da Crianga).

PUF, Paris, 1945, reed. 1963 (Manole. Sdo Paulo. 1989).

José Ivan da Silva Ramos

Rua Maranhdo I, n? 133 - Bairro Bosque.
Rio Branco - Acre - CEP: 69900-484
ivanr@ufac.br

Tels.: 0xx68-3901-2536 e 0xx68-99527503

34



Revista

ELEMDENTOS
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Resumo

Neste texto apresentamos alguns resultados sobre grupos de Lie e algebras
de Lie. Mostramos que o grupo de Heisenberg H; é um grupo de Lie. Por fim,
é mostrado que H; é isomorfo ao R® munido com uma estrutura de grupo
adicional.

Abstract

In this text we present some results on Lie groups and Lie algebras. We
show that the Heisenberg group H; is a Lie group. Finally, it is shown that H3 is
isomorphic to R3 provided with a structure of additional group.

Palavras chave: Grupos de Lie, grupo de Heisenberg e Isomorfismo.

35



1. Introdugao

O grupo de Heisenberg é um objeto bastante estudado em varias areas de
pesquisa, em particular, em geometria diferencial. Por sua vez, um grupo de Lie
possui uma geometria com propriedades bem conhecidas. Um fato interessante é
que um espaco de Heisenberg é um grupo de Lie. Nessa perspectiva, nosso objetivo
é apresentar alguns resultados sobre grupos de Lie e algebras de Lie, que tornam
essa afirmagdo verdadeira e destacar um isomorfismo entre o grupo de Heisenberg
e R® munido com uma estrutura de grupo adicional.

2. Grupos de Lie

Esta secao reune alguns resultados essenciais sobre grupos de Lie; para
maiores detalhes, referimos o leitor a [4] e [3].

Comecemos relembrando a definicdo de grupo de Lie.

Defini¢do 2.1. Um grupo de Lie G é uma variedade diferencidvel, com uma estrutura
de grupo tal que a aplicacio de multiplicacdo m:G X G — G, dada por
m(x,y) = xy, e a aplicacio de inversdo 1:G - G, dada por ((x) =x"1, sdo

diferenciaveis.

Exemplo 2.2. O grupo das matrizes quadradas, de ordem n e invertiveis, denotado
por GL(n; R), é um grupo de Lie, denominado o grupo linear geral de ordemn.

De fato, a identificagdo natural do espaco vetorial M(n; R) das matrizes

quadradas de ordem n com R™ torna GL(n; R) um aberto de M(n; R), uma vez que
GL(n; R) = {A € M(n; R); detA # 0}

e det: M(n; R) - R é uma aplicacdo continua. Assim, GL(n; R) é uma variedade
diferenciavel. Por outro lado, como as aplicagdes de multiplicacdo (4, B) — AB e de
inversdo A — A™! sdo claramente diferenciaveis, temos que GL(n; R) é um grupo
de Lie.

Defini¢do 2.3. Um subgrupo de Lie de um grupo de Lie G é um subgrupo de G
munido com uma topologia e uma estrutura diferencidvel fazendo dele um grupo
de Lie e uma subvariedade imersa de G.

Definicdo 2.4. Sejam G e H grupos de Lie. Um homomorfismo de grupos de
Lie entre G e H é uma aplicacdo diferencidvel ¢:G - H que também é um
homomorfismo de grupos.

Dizemos que os grupos de Lie G e H sdao isomorfos, se existir um
homomorfismo de grupos de Lie ¢: G = H que também é um difeomorfismo. Nesse
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caso, ¢ é chamado um isomorfismo de grupos de Lie. Um isomorfismo de grupos
de Lie ¢: G = G é chamado um automorfismo de grupos de Lie.

Defini¢do 2.5. Seja G um grupo de Lie. Um homomortismo de grupos de Lie
¢: (R; +) = G é denominado um subgrupo a um parametro deG.

Um exemplo relevante de homomorfismo de grupos de Lie é o que segue.

Exemplo 2.6. A restricdo da aplicacdo determinante ao grupo GL(n;R),
det: GL(n; R) — (R*,"), é um homomorfismo de grupos de Lie.

De fato, jaA sabemos que det é diferenciavel; por outro lado, ela é um
homomorfismo de grupos, uma vez que det(AB) = det(A) - det(B), para quaisquer
A,B € GL(n; R).

Sendo G um grupo de Lie, definimos, para cada p € G, a translagdo a esquerda
Ly:G — G por

L,(x) = px,Vx € G.

Denotando por X(G) o espaco dos campos de vetores diferencidveis em G,
temos a seguinte definicdo importante.

Defini¢do 2.7. Dizemos que um campo X € X(G) é invariante a esquerda se para
todop € G tem-se (de)x(Xx) = Xpx-

Representando por Lie(G), o conjunto de todos os campos invariantes a
esquerda em G, escrevemos dL,(X) =X, para todo p € G, para dizer que
X € Lie(G). Uma vez que dL,: TG — TG ¢ linear em cada fibra e para todo p € G,
temos que Lie(G) é um subespaco vetorial de X(G).

Outro conceito importante na teoria de grupos de Lie é aquele de algebra de
Lie, conforme ensina a defini¢do a seguir.

Definicdo 2.8. Uma dlgebra de Lie é um espaco vetorial ¢, munido com uma
aplicacdo[-,]: ¢ — @, a qual é bilinear, antissimétrica e tal que

[x, Y1, 2] + [[v, 2], X] + [[Z, X1, Y] = 0 ¢h)
para todos X,Y,Z € g.

A aplicagdo [-]: g X g¢ = g da defini¢do acima é denominada o colchete de Lie
de g, ao passo que a identidade (1) é conhecida na literatura como a identidade de
Jacobi.

Exemplo 2.9. Se M é uma variedade diferencidvel, entio X(M), munido com o
colchete de campos de vetores, é uma dlgebra de Lie. Realmente, X(M) é um espaco
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vetorial e, como é bem sabido, o colchete de campos de vetores satisfaz a
Identidade de Jacobi.

Defini¢ao 2.10. Se g é uma dlgebra de Lie, um subespaco linearyy C g é dito uma
subdlgebra de Lie de g se Yy é fechado sob o colchete de Lie de g.

Se G é um grupo de Lie, mostraremos a seguir que Lie(G), munido com o
colchete de campos de vetores é uma algebra de Lie. Para ver isto, precisamos do
seguinte resultado.

Lema 2.11. Sejam M e N variedades diferencidveis e F: M — N uma aplicacdo
diferencidvel. Se V,,V, € X(M) e W,,W, € X(N) sdo campos de vetores tais que
W, = dF(V}), para i = 1,2, entdo[W;,W,]| = dF ([V,,V5]).

Demonstragdo. Veja [4], Capitulo 4, Proposicdo 4.16. []

Proposicdo 2.12. SeG é um grupo de Lie e X,Y € Lie(G), entao[X,Y] € Lie(G).
Demonstracdo. Uma vez que dL,(X) =X e dL,(Y) =Y, para todo p € G temos,
pelo lema anterior, que

dL,([X,Y]) = [dL,(X),dL,(V)]| = [X,Y],

também para todo p € G. Logo, [X,Y] € Lie(G). []

Além de ser uma 4dalgebra de Lie, Lie(G) tem dimensao finita. Mais
precisamente, temos o seguinte resultado.

Teorema 2.13. Se G é um grupo de Lie, entdo a aplicacdo ¢: Lie(G) — T,(G), dada
por e(X) = X,, para todo X € Lie(G), é um isomorfismo de espacos vetoriais. Em
particular, dim Lie(G) = dim(G).
Demonstracdo. Claramente ¢ é linear. Dado V € T,(G), defina um campo de vetores
7 em G (em principio ndo necessariamente suave) pondo Vp = (de)e(V), para
todo p € G, é facil ver que 1/, = V, uma vez que (dL,), é a identidade de T,G.
Mostremos, agora, que V é diferenciavel. Para tanto, é suficiente mostrar que,
se U c G for um conjunto aberto e f: U = R for uma fung¢do diferenciavel, entao
Vf:U - R também é diferenciavel. Escolha uma curva diferenciavel y: (—¢, €) - G,
tal que y(0) = e ey'(0) = V.Entio, parap € U, temos

(V) ®) = Vf
= ((aL,), )1

=V(feol,) (2)
=y'(0)(f o L,)

d
= a(f o Ly ©y)()]¢=o.

Assim, definindo ¢:(—€,€) X U = G por @(t,p) = f o L, oy(t) = f(py(t)), segue
dos calculos acima que
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_ do
vV =—(0,p).
(Vf)@) = 5-(0,p)
Como ¢ é claramente diferenciavel, temos V f é diferenciavel.

Observe, agora, que dL, o dL, = d(Lp ° Lq) = dL,,, de sorte que

pq’
(dLP)q(VQ) = (de)q(qu)e(V) = (deq)e(V) = qu
Portanto, V € Lie(G) e, assim, ¢ é sobrejetiva.

Agora, se X € Lie(G) é tal que e(X) = X, =0, entdo X é o campo nulo, pois,
para p € G, temos X, = (de)e(Xe) = (de)e(O). Mas, sendo linear e com

nucleo trivial, a aplicacdo ¢ é injetiva.

A prova do teorema anterior permite definir um colchete de Lie em T,G pondo,
paraV,W € T,G,

[V, wl=1[V,W]. (3)

onde V e W sio as extensdes de V e W a campos invariantes a esquerda em G,
construidas de acordo com o referido teorema. Segue diretamente da Proposicao
2.12 que o colchete [-,]:T,G X T,G — T,G, definido como acima, é um colchete de
Lie para T,G. Isto posto, temos a seguinte definicdo importante.

Defini¢ao 2.14. Se G é um grupo de Lie, entdo T,G, munido com o colchete de
Lie definido em (3), é denominado a dlgebra de Lie de G.

Denotamos a algebra de Lie de um grupo de Lie G simplesmente por g.

Exemplo 2.15. O espaco vetorial M(n,R), das matrizes quadradas de ordem n,
munido com o colchete comutador,

[4,B] = AB — BA,

para todas A,B € M(n,R), é uma digebra de Lie, a qual serd denotada por gl(n, R).
E possivel provar (cf Proposicdo 4.23 de[4]) que gl(n,R) é isomorfa 4 dlgebra de
Lie do grupo linear geral GL(n, R).

Dando continuidade anotamos mais um conceito relevante para a teoria basica
de grupos de Lie.

Definicdo 2.16. Sejam g e V) dlgebras de Lie. Uma aplicacdo A:g —>YH é um
homomorfismo de dlgebras de Lie se for linear e preservar os colchetes
correspondentes, ou seja, se

A([X, Y] =[A(X),A(Y)],VX,Y € g.
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Dizemos que um homomorfismo de algebras de Lie A: ¢ = b é um isomorfismo
(de algebras de Lie) se ele for bijetivo. Nesse caso, é imediato verificar que a
aplicacdo inversa A~1: b — g, além de ser linear, também é um homomorfismo de
algebras de Lie. Neste caso, dizemos que g e f) sdo algebras de Lie isomorfas.

O Teorema 2.13 garante que, ao munirmos T,G com o colchete de Lie (3),
tornamos ¢: Lie(G) = T,G um exemplo de isomorfismo de algebras de Lie. Assim,
sempre que conveniente, consideraremos Lie(G) como a algebra de Lie de G.

Se M, N e P si3o variedades diferencidveis, F:M - N e G:N —» P sdo
aplicagdes diferenciaveis, sabemos que d(G o F) = dG o dF, como aplicacoes de
TM em TP. Além disso, a aplicacdo identidade idy;: M — M induz, para cadap € M,
a aplicacdo identidade de T, M, ou seja, vale que d(idy), = idTpM. Agora, podemos

enunciar e provar o resultado a seguir.

Teorema 2.17. Se G e H sdo grupos de Lie isomorfos, entdo suas respectivas
dlgebras de Lie g el sdo também isomorfas.

Demonstracdo. Se F:G - H é um isomorfismo de grupos de Lie, temos em
particular que F é um difeomorfismo e F(e) = e; portanto, dF,:g— b é um
isomorfismo de espagos vetoriais. Agora, o Lema 2.11, juntamente com o fato de F
ser difeomorfismo, garante que

dF([X,Y]) = [dF(X),dF(Y)],VX,Y € Lie(G).

Aplicando ambos os lados da igualdade acima em e, vemos que, de fato, dF,: g = b
é¢ um homomorfismo de algebras de Lie.

Como F~1: H - G também é um homomorfismo de grupos de Lie, concluimos,
de maneira analoga, que dF, 1:h > g é um homomorfismo de algebras de Lie.
Ademais, a discussdo que precede o enunciado garante que dF, e d(F™1), sdo
inversas uma da outra, de forma que sdo isomorfismos de grupos de Lie. []

Finalizamos este curto apanhado sobre grupos de Lie enunciando, sem
demonstracdo, o seguinte resultado profundo, conhecido na literatura como o
teorema do subgrupo fechado.

Teorema 2.18. Se G é um grupo de Lie e H C Gé um subgrupo que é um
subconjunto fechado de G, entdo H é um subgrupo de Lie mergulhado de G.
Demonstragdo. Veja [4], Teorema 20.10. []

3. 0 espago de Heisenberg H;

Nesta secao definimos o Grupo de Heisenberg H; e apresentamos algumas
propriedades desse grupo.
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Defini¢dao 3.1. Seja GL(3,R) o grupo das matrizes 3 X 3 invertiveis. Definimos o
grupo de Heisenberg 3-dimensional Hs < GL(3,R) por

1 a c
H; = (O 1 b);(a,b,c)E]R3,
0 0 1

munido com a estrutura de grupo de GL(3, R).

Ja& que H; é claramente um subconjunto fechado de GL(3,R) e pelo Teorema
2.18, H3 é um subgrupo de Lie de GL(3, R), temos entdo que H; é um grupo de Lie.

Além disso, se a:I - H; é uma curva diferenciavel, existem funcodes
a,b,c:1 = R diferenciaveis tais que

1 a(t) c(t)
a(t) = (0 1 b(t)), paratodot € I.
0 0 1

Derivando, temos

0 a'() c'(t
a'(t) = <0 0 b’(t)), paratodot € I.
0 0 0

Assim, a dlgebra de Lie b3 de H; é constituida dos elementos da forma

0 x z
A= (0 0 y),com (x,y,2) € R3.
0 0 O

Como H; c GL(3,R), entdo (veja [4], proposicao 20.3) a aplicacdo exponencial
exp: h; = H3 é dada por

exp(A) = ZF' A €.
k=0

Mas H; é 2-nilpotente, entdo

+_
275

AZ 1 x
exp(A)=I+A+7= 0 1 y
0 0 1
Donde vemos, facilmente, que a aplicagcdo exponencial é um difeomorfismo global.
Além disso, podemos dar explicitamente o colchete de Lie de §3 em termos da base
candnica {e;, e,, e3} do h; = R3. De fato, o colchete de Lie em termos dessa base é
dado por

[e1,e;] = e3 e [eg,e3] =[ez,e3] =0 (4)
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Entado, com isso em mente, temos o seguinte

Teorema 3.2. Existe uma operacdo de grupo em R® que o deixa um grupo de Lie
isomorfo ao Hs.
Demonstracdo. Fazendo a identificacdo candnica da 4lgebra de Lie h; com R3 e
usando a aplica¢do exponencial como parametrizacdo global, munimos R3 com a
seguinte operagao

p *q = exp"(exp(p) exp(q)), parap,q € R?,

ou, mais explicitamente,

1
(X1, Y1, 21) * (X2, ¥, 2) = (x1 + X2, Y1+ V2, 21 + 25 + E(xﬂ’z - sz1)>- (5)

Claramente as aplicacdes de multiplicacdo e inversdo desta operacdo sdo suaves,
pois sdo aplicacdes polinomiais. Entdo, R® munido com a opera¢do acima é um
grupo de Lie. Dai, pela propria definicio de x, a aplicacdo exp: R® - H; é um
homomorfismo de grupos de Lie e, pelas discussbes acima, exp é um
difeomorfismo, portanto é um isomorfismo de grupos de Lie. []

Assim, médulo o isomorfismo dado por exp, H; pode ser visto como R3
munido com o produto dado em (5).
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Resumo

Considerando x um elemento de um grupo finito G, o indice de C;(x) em G é o
numero de elementos conjugados de x em G, que denotamos por Ind;(x), que sera
chamado, neste contexto, simplesmente de indice de x em G. De modo mais geral,
se H <G, denotamos o indice [H:Cy(x)] por Indy(x). Neste artigo,
apresentaremos algumas condig¢des suficientes para garantir que o elemento x em
G tenha indice poténcia de primo, e ainda, dois teoremas apresentados por Alan R.
Camina, Pavel Shumyatsky e Carmela Sica [4], em especial, ao seguinte teorema, se
Ind, ) (x) € uma poténcia de primo para qualquer a, b € G, segue que, Indg(x) €

uma poténcia de primo.

Abstract

Considering x is an element of a finite group G, the index C;(x) in G is the number
of conjugated elements of x in G, which we denote by Ind;(x), which will be called
in this context simply index x in G. More generally, if H < G, we denote the index
[H: Cy(x)] by Indy(x). In this article, we present some sufficient conditions to
ensure that the element x in ¢ has prime power index, and also two theorems
presented by Alan R. Camina, Pavel Shumyatsky and Carmela Sica [4], in particular,

the following theorem, if Ind g j, »y(x) is a prime power for any a, b € G follows that

Ind;(x) is a prime power.

Palavras chave: Grupos finitos e centralizadores.
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1. Introdugdo
Este artigo ¢ um resumo de uma dissertacio de mestrado apresentada na
Universidade Federal do Acre em junho de 2014, pelo autor desse texto, baseada
no artigo “On elements of prime-power index in finite groups” de Alan R. Camina,
Pavel Shumyatsky e Carmela Sica. Além disso, as demonstra¢des dos teoremas aqui
apresentados estdo praticamente transcritos, apenas com pequenas observacdes,
tendo em vista que os mesmos sao demostrados usando o contraexemplo minimal.
Pelo teorema da 6rbita-estabilizador o indice de C;(x) em G é o tamanho da classe
de conjugacdo que contém x e, portanto, indicada por |x%|. A influéncia do
tamanho das classes de conjugacdo na estrutura de um grupo finito ja foi
considerada por muitos autores. Um desses autores foi Reinhold Baer, que

apresentou a seguinte definicao.

Defini¢do 1.1. Sejam G um grupo finito e x € G. O indice de x em G é dado por

[G: C;(x)] e denotamos por Ind; (x).

O significado de elementos em um grupo cujo indice dos seus centralizadores sdao
poténcia primo é mais conhecido uma vez que lembramos do Teorema de Wielandt
que menciona a relacao dos elementos cuja ordem e indice sdo poténcia de p, p
primo, e do Teorema de Burnside que afirmar a auséncia de elemento nao-trivial
cujo indice é poténcia de primo em grupos simples. Do Teorema de Burnside se
deduz facilmente que um grupo sem subgrupos caracteristicas préprios contém
um elemento, ndo trivial, cujo indice é uma poténcia de primo se e somente se este
grupo é abeliano. Além disso, Kazarin deduziu que um elemento nessas condi¢des
pertence ao radical soluvel de G, e daf resulta que x pertence ao segundo termo da
série de Fitting de tal grupo.

Recentemente, a seguinte questdo foi conjecturada por Alan Camina, Pavel

Shumyatsky e Carmela Sica [4]:

Conjectura 1.1. Seja x € G. Suponhamos que Ind, ,y(x) € uma poténcia de primo,

para qualquer a € G. Entao, Ind;(x) é uma poténcia de primo.
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No entanto, a resposta para esta questdo é negativa. De fato, considerando um
grupo abeliano A agindo sobre S3, o grupo simétrico de grau 3 e, assumindo que
G = AS;3 e x € A, um elemento tal que Cs,(x) = 15. Temos que, Indq . (x) = |a| é
um primo, para cada a € S;, porém, Ind;(x) = 6.

Deste modo, a questdo proposta acima foi reformulada, passando a ser

apresentada da seguinte maneira:

Conjectura 1.2. Seja p um primo e x € G. Suponha que Ind, ,y(x) € uma p-poténcia

para qualquer a € G. Entao, Ind;(x) é um p-poténcia.

Esse resultado, além de ser verdadeiro, deu origem a um teorema mais geral, cuja
demonstracdo sera um dos principais objetivos. Contudo, nosso objetivo principal
neste trabalho é discorrer sobre as condi¢des usadas para provar que: se
Ind 4 ) (x) € uma poténcia de primo para qualquer a, b € G, segue que, Indg(x) €

uma poténcia de primo.

2. Resultados Preliminares

Talvez Ludvig Sylow tenha contribuido com os primeiros resultados, afirmando
que, um grupo G cujo indices de x em G sdo poténcia de um primo dado, tem
centro nao-trivial. Ja William Burnside declara que se o indice de x em G é poténcia
de primo, entdo o grupo é ndo-simples. Estes sao dois resultados classicos que dao
informacdes sobre o grupo e algumas propriedades aritméticas do conjunto de

indices.

Em 1990, Kazarin, provou a seguinte extensao para o resultado de Burnside:
Teorema 2.1. Seja G um grupo finito e x um elemento de G, de tal forma que,
Ind;(x) = p?, para algum p primo e b inteiro. Entdo, |x¢| é um subgrupo soldvel
de G.

Os lemas a seguir tratam de algumas propriedades sobre indices de subgrupos.

Lema 2.1. Seja S um subgrupo de G, e N um subgrupo normal de G, entdo [N: N\ S]
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€ um divisor de [G : S].
Demonstragado: Pelo Segundo Teorema do Isomorfismo, tem-se:

NS S
N NnNS

Consequentemente,
[G:1;] = [G: NS][NS: NJ][N: NNnS|][NNS: 1;] =
= [G: NS][S: NNS][N: NNS|][NNnS: 1G] =
= [G: NS][N: NnS][S: 1G],
isto implica que,
[G:S] =[G: NS][N: NnS],

como queriamos demostrar. |

Lema 2.2. Seja N um subgrupo normal de G. Entao:
i) Sex € N, entdo Indy(x) divide Ind;(x);
ii) Se x € G, entdo Inds (x) divide Indg;(x).

N

Demonstragdo: i) Basta considerar que Cy(x) = N N C;(x) e usar o Lema 2.1.
ii) E claro que:
NCs(x)
N

< Cg(Nx)
N

Consequentemente, podemos deduzir, a partir, do Primeiro Teorema do

isomorfismo que:

NCg(x)
N

G NC()] (G
N N l_[zv

[G: NCy(x)] = lN' by C%(Nx)] [C%(Nx) :

Dai, [% Nx] é divisor de [G : NC;(x)] e este indice é divisor de Ind;(x), desde

que:
[G: Ce(x)] = [G: NCg(0)][NCg(x) : Ca(x)]-

Isso prova nossa afirmacao.
|

Agora, vamos considerar a estrutura de um grupo que tem um elemento de indice

poténcia de primo.
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Lema 2.3. Se a ordem do subgrupo normal N de G é divisivel pelo nimero primo p,
entdo N contém um elemento de ordem p cujo indice é primo com p.
Demonstragdo: Decorre da nossa hipdtese e do Teorema de Sylow que os Sylow p-
subgrupos de N sao diferentes de 1;. Se S é um Sylow p-subgrupo de N, entao S
estd contido em alguns Sylow p-subgrupo P de G. De S = P N N, deduz-se que S é
um subgrupo normal de P. Cada subgrupo normal, diferente de 1., de um p-grupo
contém um elemento central de ordem p. Consequentemente, existe um elemento ¢t
de ordem p em S e t pertence ao centro de P. Claramente, C;(t) contém P, isso
implica que [G: Cq(t)] = Indg(t) € primo com p.
|

Os proximos dois lemas e suas provas sdo atribuidos a H. Wielandt.

Lema 2.4. (Wielandt) Seja p um primo e x € G. Se tanto a ordem de x como a
ordem da classe de x sdo poténcias de p, entdo x € 0, (G).

Demonstragdo: Seja x um elemento de G cuja ordem e indice sdao poténcias de p.
Considere P € Syl,(G). Claramente, podemos supor que x € P. Além disso,
G = C;(x)P.Dai,

(xC) = (xC6cWPy = (xP) < P,

assim,

(x€) 2 G,(xC) < 0,(6).

Entao,

x € (x%) < 0,(G). 0

Lema 2.5. Seja G um grupo finito e x um elemento de indice poténcia de primo.

Entao
x centraliza cada fator principal ndo abeliano de G.

Demonstragdo: O principal teorema em Kazarin [5] diz que (x%) é um subgrupo

soluvel

de G. Dai, segue o lema. [ |
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A seguir, apresentaremos a proposicao que generaliza o resultado de Wielandt

mencionado no Lema 2.4.

Proposicdo 2.1. Seja G um grupo finito e x um elemento de G cujo indice é p™, onde

p € um primo e n é um numero natural. Entao
[x¢,xC] € 0,(G).

Demonstragdo: Seja G um contraexemplo minimo para a proposi¢ao. Uma vez que a
condi¢do da proposicao sao herdadas por grupos quocientes (Lema 2.1), podemos
supor que O0,(G) =1;. Por isso, precisamos mostrar que [x% xC]= 1.
Primeiramente, suponhamos que (x) é subnormal em G, em seguida, (x) esta
contido no subgrupo de Fitting F(G) de G, mas, uma vez que F(G) é um p’-grupo,
segue-se que x é central em F(G). Como (x%) estd em F(G), segue o resultado. Por
outro lado, vamos assumir que {(x) ndo é subnormal em G. Seja N = (x®) e
suponhamos que N é subgrupo proéprio de G. Pela minimalidade de G, uma vez que
0,(N) = 1;, temos que [xN,xN] = 1, e, portanto, x é central no seu fecho normal
em N. No entanto, isso implica que (x) é subnormal em G, o que é uma contradicio.

Assim, podemos assumir que N = G = (x¢). Seja K um subgrupo normal minimo

. G G' [x%x%k G . ~
de G. Se considerarmos © vemos que —="———C Op ~)» por inducao.

Assumindo que K é central em G, temos O, (%) = OP(IS)K e, nesse caso, 0, (%) =1;.
Assim, G' < Z(G) e, portanto, G é nilpotente e o resultado é verdadeiro. Além disso,
se K ndo é central em G e, portanto, ndo é centralizado por x, temos que K tem
ordem divisivel por p. Assim, K é um fator principal nao-abeliano de G ja que
0,(G) = 1;. Mas isso é um absurdo pelo Lema 2.5.

Para um grupo G, os subgrupos caracteristicos F(G), k = 0 sdo definidos por

_ . . Fre1(G) G
Fy(G) = 1; e Fi41(G), e indutivamente por FG) F (Fk(a))'

Dai, podemos provar o seguinte teorema.
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Teorema 2.2. Seja G um grupo finito. Entdo, todos os elementos de indice poténcia
de primo estdo no F,(G).
Demonstragdo: Seja x € G, tal que Ind;(x) = p® para algum primo p e a um

numero

F(G){x)
F(G)

natural. Entdo, [x¢, x%] € 0,(G) S F(G). Dai, é um subgrupo nilpotente

G .
subnormal de 0 Assim, segue o teorema. |

3. Resultados principais
A partir, da Conjectura 1.2 obteve-se um teorema mais geral, que enunciaremos e

demonstraremos. Mas, antes, é imprescindivel admitir o seguinte lema.

Lema 3.1. Sejam  um conjunto de nimeros primos e x um elemento de G. Suponha
que Ind, 4 (x) é um m-nimero para qualquer a € G. Se Q é um n’'-subgrupo de G,
tal que x € N;(Q), entdo x € C;(Q).

Demonstragdo: Seja a € Q. Por hipétese, Ind,,y(x) = [{a,x): Cix(x)] é m-
numero. Por outro lado, é claro que Ind, ,(x) é um m'-nimero, pois adimitindo
que x € N;(Q), tem-se (a, x) < Q e C,)(x) < Q. Dai, pelo teorema de Lagrange:
{a, 0)] = |Cia) (0)[[{@, X): Clay ()],

isto é, (a,x) é m'-subgrupo. Logo, |(a,x): C(a,x>(x)| =1, ou seja, (a,x) = Ciq)(X),
para

todo a € Q. Portanto, x € C;(Q). |

E interessante notar que, se Ind;(x) é um m-numero Indy(x) nao é
necessariamente um r-nimero para cada subgrupo H.
Agora, com o auxilio do Lema 3.1, podemos enunciar e demonstrar, a seguir, o

teorema que generalizou a Conjectura 2.2.

Teorema 3.1. Seja m um conjunto de numeros primos. Seja x € G e suponha que
Ind ) (x) € um T-nimero para qualquer a € G. Entdo, Ind;(x) é um m-nimero.

Demonstragao: Seja G um contraexemplo de ordem minima. Escolha um primo
q € m que divide Ind;(x). Seja Q um Sylow g-subgrupo do C;(x) e R um Sylow g-
subgrupo de G, tal que Q < R. Se a € R\Q, segue-se que Ind g 5 o)(x) € divisivel por

49



g, dai, por indugio, G = {(a, x, Q). SejaZ = Z(R).E facilde ver que Z N Q < Z(G). Se
ZNQ =1, escolha 1; # a € Z. Agora, a igualdade G = (a,x,Q) mostra que

Z(Q) < Z(G). Assim, M = 04(G) # 15. Por inducgdo o resultado é vélido para %
Defina,% = Cg(xM).Se [G : H]éum m-nimero, basta que se prove que Indy(x) é
M

um 7m-numero. Podemos assumir que G = H. Se H < G, o resultado segue por
inducdo. Sendo central em %, o elemento x normaliza cada Sylow g-subgrupo de G.

Pelo Lema 2.7, podemos concluir que x centraliza cada Sylow g-subgrupo de G.
Assim, Ind;(x) ndo é divisivel por g, uma contradicdo. Como queriamos

demostrar. [ |

Mas, o resultado principal mencionado no artigo [4] e a motivacdo deste trabalho é

o0 seguinte teorema.

Teorema 3.2. Suponha que Ind, ) (x) € uma poténcia de primo para qualquer

a,b € G. Entdo, Ind;(x) é uma poténcia de primo.

A prova do teorema 3.2 ja ndo é tdo imediato. Particularmente, utilizamos o
resultado conhecido por Aschbacher e Guralnick [1], que afirma, cada grupo
simples ndo abeliano é 2-gerado. Isto depende da classificagdo dos grupos finitos
simples. Outra importante ferramenta utilizada na prova do Teorema 3.2 é o
teorema de Flavell [7], que afirma: x € F,(G) se, e somente se x € F,({a, x)) para

qualquer a € G.

Com o objetivo de provar o Teorema Principal mencionado anteriormente, iremos

mostrar, a seguir, trés lemas.

Lema 3.2.Se G = F(G)(x), o Teorema 3.2 é confirmado.

Demonstragdo: Suponha que Indg;(x) é divisivel por dois primos distintos, p e gq.
Escolhendo um p-elemento a e um g-elemento b em F(G), tal que [a,x] # 1; e
[b, x] # 15, segue-se que Ind, p ) (x) € divisivel por ambos p e q, uma contradi¢ao.
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No préximo lema usaremos a notagdo Indy (x) mesmo quando x € H.

Lema 3.3. Seja G um grupo agindo sobre um grupo abeliano V , e seja x um
elemento de V, tal que Ind, ,)(x) € um poténcia de primo, para qualquer a, b € G.

Entdo, Ind;(x) é uma poténcia de primo.

Demonstragdo: Escolha um contraexemplo, com G de ordem minima e, suponha
que oInd;(x) é divisivel por dois numeros primos diferentes. Nota-se, que nenhum

subgrupo normal nao trivial de G centraliza x. Se isso fosse falso existiria um

subgrupo normal Nde G, tal que N < C;(x). Considere a agdo de % em W = Cy,(N).
Entdo, a 6rbita de x sob a acdo de G é a mesma 6rbita, sob a acdo de % obtendo uma

contradi¢do, uma vez que, |%| < |G|. Em seguida, percebe-se que G nio é simples, ja
que todos os grupos simples sdo 2- gerados. Seja D um subgrupo normal minimal
de G. Desde que D < G e D nao centralizar x, o indice Indp(x) é uma p-poténcia
para algum primo p. Seja q # p outro primo que divide Ind;(x). Escolha um Sylow
q- subgrupo S em G. Desde que Indpg(x) é divisivel por ambos p e g, por inducao
implica que G = DS. Suponha, primeiramente, que % ndo é ciclico e escreva
S =2S5,5,, onde S; e S, sdo subgrupos maximais distintos de S contendo S N D.
Desde que |DS;| < |DS], segue-se que Indpg, (x) € um poténcia de primo e, assim, x
centraliza um Sylow g- subgrupo em DS;. Portanto, existe d; € D, tal que

S < C;(x). Da mesma forma, existe d, € D, tal que S$? < C;(x). Desde que Cg(x)

ndo contenha um subgrupo de ordem igual |S| e |S1| =[S2| =|qi|, podemos
concluir, que Sld1 e S¥? sdo Sylow g-subgrupos C;(x). Portanto, S; e S, sdo
conjugados em G. Isto leva a uma contradi¢do porque as imagens de S; e S, em %

~ . . S .o :
sdo normais e distintas. Portanto, o & ciclico. Seja a € S, tal que G = D{a).

Suponha-se que a € C;(x). Sabemos que Cp(x) contém um Sylow g-subgrupo Q de
D. Escolhendo Q de tal modo que a € N;(Q), temos que Q{a) é um Sylow g-
subgrupo de G contido no C;(x) e, assim, Ind;(x) ndo é divisivel por g, uma

contradicdo. Dai, a € C;(x). Naturalmente, este argumento também mostra que
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nenhum conjugado de a esta contido no C;(x). Suponha, agora, que a normaliza
um q'-subgrupo nao trivial R em D. Sem perda de generalidade, podemos supor
que R{a) é 2-gerados. Dai Indgq(x) é uma poténcia de primo. Uma vez que
a & C;(x), segue-se que R < C;(x). Por outro lado, nenhum conjugado de a esta
contido em C;(x). Segue-se que cada conjugado de R esta contido em Cg;(x). Assim,
o fecho normal de R esta contido em C;(x), uma contradi¢do. Conclui-se que a ndo
pode normalizar um q’-subgrupo ndo trivial de D. Seja, agora, r # q um divisor
primo de [D| e R um Sylow r-subgrupo em D. Pelo argumento de Frattini, existe
d € D, tal que ad normaliza R. Seja a, um gerador do Sylow g-subgrupo de (ad) e
dy, um gerador do Sylow g'-subgrupo de (ad). Sem perda de generalidade,
podemos supor que a = a,, ou seja, poderiamos escolher a; no lugar de a. Em
seguida, a centraliza um q’-elemento d, € D. Portanto, d, = 1;. No entanto, neste

caso, a normaliza R, uma contradicao.

Lema 3.4.Se x € Z(F(G)) o Teorema 3.2 é confirmado.

Demonstragdo: Suponhamos que o lema é falso. Seja G um contraexemplo de
ordem minima. Dado x de tal maneira que |G| é tdo pequena quanto possivel, pelo
principal resultado de Carmina [5], concluimos que, x € F,({a, x)) para todo a € G.
Assim, pelo teorema de Flavell [7], x € F,(G). Como x € Z(F(G)), segue-se que
x & C;(F(G)) [[7], Teorema 6.1.3]. Portanto, existe um numero primo p e um p-
elemento a € F(G), tal que [a,x] # 1;. Por hipoétese, existe um primo g # p, tal
que nenhum Sylow g-subgrupo de G comute com x. Escolha um Sylow g-subgrupo
S, tal que S contém um Sylow g-subgrupo de C;(x), digamos T. Pelo Lema 2.8
SNF(G) < T. Considere H =(x,a,S). Uma vez que a estd em cada Sylow p-
subgrupo, Indy(x) é divisivel por p e g e, portanto, ndo é uma poténcia de primo.
Assim, por induc¢do, H = G. Uma vez que a € F(G) e x € F,(G), observamos que

7(e) € um g-grupo e, assim, G tem a altura de Fitting no maximo 3. Considere
2

K =(x,a,N;(T)). Como x € N;(T), K = (x,a,N;(T)) < F(G)Ng(T). Ainda mais,
T < Ns(T), segue-se que K = F(G)N;(T) = G. Assim, T é normal em S e F(G)T é

normal em G. Escolha b € S\T. Pela hipotese, Ind, ) (x) € um p-poténcia e,
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assim, x centraliza um conjugado de b, digamos b”*. Mas, entdo, b? € F(G)T e,
assim, beF(G)TNS =T e isto é uma contradicao.

Agora, o Teorema 3.2 pode ser facilmente provado a partir do Lema 3.3 e 3.4. Se
x & Z(F(G)), o resultado segue do Lema 3.4. Se x € Z(F(G)), entdo (x“) é abeliano

e o resultado segue do Lema 3.3.

4. Consideragoes Finais
Vemos que a partir do Teorema 3.2, podemos verificar se um elemento de um
grupo tem indice poténcia de primo. Deste modo, esse resultado se torna
fundamental na classificacdo dos grupos simples, visto que, Willian Burnside
declara que dado x € G tal que Ind;(x) é uma poténcia de primo, pode-se concluir

que o grupo G é ndo-simples.
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Revista

ELEMDENTOS

Propriedades de Frattini em PC - Grupos

Cleber Pereira

Universidade Federal do Acre

Resumo

Neste artigo investigamos algumas classes de grupos com propriedades de

Frattini. Dizemos que X é uma propriedade de Frattini se G é um X-grupo sempre
G

@ (G)
supersolubilidade sdao propriedades de Frattini de PC-grupos, grupos com classes
de conjugacdo policiclica-por-finito. Particularmente, mostramos que se G é um
grupo com classe de conjugacao policiclica-por-finito e K € um subgrupo normal de

que for um X-grupo. Mostramos que local nilpoténcia e local

G, tem-se que é localmente nilpotente (supersoluvel) se, e somente se, K é

KN®(G)
localmente nilpotente (supersoluvel).

Abstract

This paper investigated some classes of groups Frattini properties. We say

that X is a property of Frattini if G is a X-group where is an X-group. We

?(G)

show that nilpoténcia site and supersolubilidade site are properties of Frattini PC-

groups, with classes of polycyclic-by-finite conjunction. Particularly, we show that

if G is a group with class of polycyclic-by-finite conjunction K a normal subgroup of
K

G. Then m is locally nilpotent (supersoluvel) if, and only if K is locally

nilpotent (supersolivel).

Palavras Chave: PC-grupos; Propriedades de Frattini; Local Nilpoténcia e Local
Supersolubilidade.
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1. Introdugio

Dizemos que X é uma classe ou propriedade de grupos se para cada grupo G
podemos decidir se G possui ou ndo a propriedade X, ou seja, G € X ou G & X.
Comumente dizemos que G é um X-grupo se G possui a propriedade X.

Defini¢do 1: Seja X uma classe ou propriedade de grupos.

i) Dizemos que G é um grupo poli-X se, e somente se, em G existe uma cadeia
subnormal

1=GoﬂGlﬂﬂGn=G

Gj

onde cada quociente é um X-grupo, para todo i = 1,2,...,n. Indicamos por

i—-1
X* a classe dos poli-X grupos;
ii) Sejam X e 9 propriedades de grupos. Um grupo G é dito X-por-9), se em G existe

G
um subgrupo normal N, tal que N possui a propriedade X e m possui a propriedade

9). Indicamos a classe dos grupos X-por-2) por X%);

iii) Um grupo G é dito localmente-X grupo se, e somente se, todo subgrupo de G
finitamente gerado é um X-grupo. Indicamos a classe dos localmente-X grupos por
LX;

iv) Um grupo G é dito hiper-X grupo, se toda imagem homomorfica ndo-trivial de
G possuir um X-subgrupo normal nao-trivial. Em outras palavras, para todo N < G

M
existeum M S G com N < Me N € X. Indicamos a classe dos hiper-X grupos por

HX.

Defini¢do 2: Se n é um inteiro positivo, dizemos que um grupo G é n-gerado se ele é
gerado por um n-subconjunto {xq, x,, ..., x,} de G. Um grupo G ¢ dito finitamente
gerado se ele for n-gerado paraalgum1 < n € N.

Se {X; /A € A} é um conjunto de subgrupos de G, o subgrupo gerado pelos
X;'s, com A € A, é definido por (U;ec, X;). Este conjunto sera escrito, por (X; /1 € A)
ou no caso de um conjunto finito A = {A4, ..., A}, escrevemos (Xxl' . Xxn>-
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G
Observagao 1: Sejam G um grupo e N um subgrupo normal em G tal que I é n-

G
gerado, digamos N = (x;N,x,N, ..., x,N). Entdo temos G = NH, com H =
(x,N,x,N, ..., x,N).
Se G é um grupo, indicamos por P(G) = {W /W < G} o conjunto das partes

de G. Todo subconjunto F de P(G) é denominado de uma familia de subconjuntos
de G.

Por XG = {H < G/H € X} denotamos a familia dos X-subgrupos de G, isto é,
a familia dos subgrupos de G que possuem a propriedade X.

Defini¢do 3: Dados um conjunto A e M' € P(A) uma familia de subconjuntos de A.
Um elemento M € M (caso exista) é dito:

i) o maior elemento de M se X € M para todo X € M;
ii) um elemento maximal de M se M € X € M implica que X = M.

Indicamos por mM = {M /M é elemento maximal de M’} o conjunto dos elementos
maximais de M.

Defini¢dao 4: Uma familia @ # M € P(A) satisfaz a condi¢do maximal, se qualquer
cadeia C € M possui um maior elemento.

Desta forma fazemos a seguinte

Defini¢do 5: Seja G um grupo.

i) Se S consiste de todos os subgrupos de G, dizemos que G satisfaz a condicdo
maximal quando S satisfaz a condicdo maximal; analogamente, dizemos que G
satisfaz a condicdo minimal quando S satisfaz a condigdo minimal. Denotamos
estas condi¢oes por Maxe Min, respectivamente;

ii) Se V' consiste de todos os subgrupos normais de G, dizemos que G satisfaz a
condi¢do maximal sobre os subgrupos normais quando N satisfaz a condicdo
maximal. Analogamente, dizemos que G satisfaz a condicdo minimal sobre os
subgrupos normais quando N satisfaz a condicio minimal. Denotamos estas
condi¢des por Max-n e Min-n, respectivamente.
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Defini¢do 6: Dizemos que um grupo G é noetheriano (ou satisfazendo a condi¢do
ma- ximal para subgrupos) se ocorre(m) uma (todas) da (as) propriedade (s)
seguintes:

i) Toda familia ndo vazia de subgrupos de G possui um elemento maximal;
ii) Toda cadeia ascendente Uy < U; < --- < U, < --- de subgrupos de G é finita;

iii) Todo subgrupo de G é finitamente gerado.

Proposi¢do 1: Sejam G um grupo e N < G. Entdo G é noetheriano se, e somente se,

G
Ne E sao noetherianos.

Demonstragdo: (pagina 11, [1])

Defini¢do 7: Um grupo G é dito nilpotente se existe em G uma cadeia de subgrupos

Gi G
talque G; 2 G e ! <Z ( ) paratodoi =1,2,...,n.
Gi-—1 i-1

Indicamos por 9t a classe dos grupos nilpotentes.

Na direcdo dos grupos localmente nilpotentes temos a seguinte

Proposi¢dao 2: A classe LIt dos grupos localmente nilpotentes é fechada para
subgrupos e quocientes.

Demonstragido: (pagina 19, de [1])

Teorema 1: (Hirsch-Plotikin) Sejam H e K subgrupos normais localmente
nilpotentes de um grupo G. Entdo o produto HK é localmente nilpotente.

Demonstragdo: (pagina 21, [1])

Corolario 1: (O Radical de Hirsch-Plotikin) Em qualquer grupo G existe um tnico
subgrupo normal localmente nilpotente maximal contendo todos os subgrupos
normais localmente nilpotentes de G.
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Demonstragdo: (pagina 22, [1])

Agora, com relacdo aos grupos policiclicos, temos a seguinte

Proposigdo 3: A classe dos grupos policiclicos é fechada para subgrupos, quocientes
e extensoes.

Demonstragdo: (pagina 23, [1])

Observagao 2: Um grupo abeliano é policiclico se, e somente se, é finitamente
gerado.

Demonstragdo: Seja ¢ um grupo abeliano policiclico. Entdo existe uma cadeia
subnormal

G.
onde cada —— é ciclico, paratodoi =1, 2, ..., 7. Assim temos
i—-1
Gy G, (x2)G1  {x3,x1)
_— , = G = = .
Go (x1) G, (x2G) G, G,

Concluimos entdo que G, = (x;,X;). Procedendo de maneira analoga com os
demais fatores desta cadeia, concluimos que G, = (xq, x5, ...,x,) = G. Entdo G é
finitamente gerado.

Agora, desde que tenhamos um grupo abeliano G = (x4, x5, ..., x,,), podemos
formar uma cadeia

1 S (xl) S (xl,xz) S S (xl,xZ, ...,xn) == GTL

com fatores ciclicos, de onde segue que G é policiclico.

Proposigdo 4: Seja G um grupo. Entdo G é policiclico se, e somente se, G é soluvel e
noetheriano.

Demonstragdo: (pagina 25, [1])

Mostraremos a seguir que a classe dos grupos policiclicos-por-finito é
fechada a subgrupos e quociente. Vejamos a
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Proposi¢do 5: Seja G um grupo policiclico-por-finito. Entdo todo subgrupo e todo
quociente de G é policiclico-por-finito.

Demonstragdo: Sendo G um grupo policiclico-por-finito, em G existe um subgrupo
normal P, policiclico de indice finito. Seja H um subgrupo de G. Entdo H N P é um

subgrupo normal de H e sendo subgrupo de P, ele é policiclico. Além disso,

H _HP _G
—— = — < — (finito). Logo, H é policiclico-por-finito. Agora, dado um
HNP P P

PN G PN _ P . o
subgrupo normal N de G, temos — 2 — e — = —— (policiclico). Mais ainda,
N N N PNN

G,PN G _G,PN__ . i .
-/ —=—=-= / — (finito) e assim, — é policiclico-por-finito.
N" N PN P" P N

Faremos agora a seguinte

Defini¢do 8: Um grupo G é dito supersoluvel se ele tem uma série normal

1=Gy <G, <<G,=6G

em que cada fator é ciclico e cada G; 2 G, paratodoi =1, ...,n.

i—-1

Proposicdo 6: A classe dos grupos supersoluveis é fechada para subgrupos,
quocientes e produto direto (de um numero finito de subgrupos supersoluveis).

Demonstragdo: (pagina 29, [1])

Proposi¢do 7: Seja G um grupo. Entao:
i) Se G é supersoluvel, entdo G satisfaz a condicdo maximal de subgrupos;
ii) Se G é nilpotente finitamente gerado, entdo G é supersolavel.

Demonstragdo: (pagina 30, [1])

Proposic¢do 8: A classe dos grupos localmente supersoluveis é fechada a subgrupos,
quociente e produto direto (de um numero finito de subgrupos localmente
supersoluveis)
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Demonstragao: Sejam G um grupo localmente supersoluvel e H um subgrupo de G.
Para todo subgrupo finitamente gerado H' de H, tem-se que H' é finitamente
gerado em G. Como G é localmente supersoltivel, temos que H' é supersoluvel e,
portanto, H é localmente supersoluvel.

Agora, sejam G um grupo localmente supersolivel e N um subgrupo normal

G
qualquer de G. Vamos mostrar que N é localmente supersoluvel. Seja I um

G K (gqN, g,N,...g,N)
subgrupo finitamente gerado de TS Dali, N S gZN Irtl —

(glygz'---'g )N K
N T —. De onde segue que — ¢ isomorfo a um subgrupo finitamente

K
gerado de G. Sendo G localmente supersoluvel, temos que I é supersoluvel e,

G
portanto, I é localmente supersoluvel.

Finalmente, para provar que o produto direto de um numero finito de
subgrupos localmente supersoluveis é supersolivel, basta provar para dois fatores.
Sejam G um grupo e K,H < G localmente supersoluveis. Seja E um subgrupo
finitamente gerado do produto direto HK. Assim,

E = (hlkl, hzkz, ""thT> = (hli hz, ...,hr> X(kl, kz, ...,kr) = H,K,

com H' e K’ subgrupos finitamente gerados de H e K, respectivamente. Sendo H e
K localmente supersoliuveis segue que H' e K' sdo supersoliveis. Logo, pela
proposicdo 6, E = H'K' é supersoluvel e, portanto, HK é localmente supersoltvel.

Proposi¢do 9: Um grupo localmente supersoluvel satisfaz Max-n se, e somente se, é
supersoluvel. Consequentemente Max e Max-n coincidem para grupos localmente
supersoluveis.

Demonstragdo: (pagina 40, [1])

2. Apresentagdo de Resultados

Apresentaremos nesta secdo alguns resultados que fazem parte dos
resultados usados na nossa referéncia [1]. Tais resultados sdo de fundamental
importancia para a demonstracao dos nossos teoremas principais.
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Defini¢do 9: Seja G um grupo e X uma propriedade de grupos. Dizemos que X é uma

propriedade de Frattini se G é um X-grupo, sempre que for um X-grupo.

@ (G)

Defini¢do 10: Dizemos que um grupo G possui classes de conjugacao policiclicas-
por-finito (ou é PC-grupo) se para cada elemento x em G o grupo quociente

G
——— é policiclico-por-finito.
Ce((xG)) P P

Observagdo 3: Seja G um PC-grupo, N 2 G e H,K < G. Entdo:
i) H é um PC-grupo;

ii) % é um PC-grupo;

iii)H X K é um PC-grupo.

Demonstragdo: (pagina 42, [1])

Lema 1: Seja G um grupo policiclico-por-finito e A um subgrupo do Aut(G).Se A é
hiperabeliano-por-(localmente finito), entao A é policiclico-por-finito.

Demonstragao: (Ver [5], Lema 2.1).

Teorema 2: O grupo G é PC-grupo se, e somente se, cada conjunto finito de
elementos de G esta contido num subgrupo normal policiclico-por-finito de G.

Demonstragio: Seja G um PC-grupo. E suficiente mostrar que N = (x¢) ¢é

G 7
ce(N) ©
policiclico-por-finito, portanto, satisfaz a condicao maximal, ou seja, é finitamente
gerado. Pela Observacdo 1, G = XC;(N), onde X é finitamente gerado. Assim
N = (x*) esta contido no subgrupo finitamente gerado H = (X, x). Por isso, H é

policiclico- por-finito para cada x € G. Desde que G é um PC-grupo,

finitamente gerado e é policiclico-por-finito. Como H N C;(H®) = Cy(H®)

G
Cc(HO)
. H zHCG(HG)< G o

Cu(HG) ~ Co(HG) ~ Ce(HSY % cp(H®)

é policiclico-por-finito. Assim,

é policiclico-por-finito e, grupo abeliano-por-policiclico finitamente gerado

Z(H)

62



satisfaz a condicdo maximal para subgrupos normais (Ver [6], Parte 1, Teorema
5.34) e, portanto, H é policiclico-por-finito.

Reciprocamente, suponhamos que cada conjunto finito de elementos de G
estd contido num subgrupo normal policiclico-por-finito de G. Entdo G é
hiperabeliano-por-(localmente finito). Se x € G, entdo (x®) é policiclico-por-finito.
G
Ce(x%)
(localmente finito) de automorfismo do grupo policiclico-por-finito (x¢) e,
portanto, pelo Lema 1, é policiclico-por-finito.

Por isso, o quociente é isomorfo a um grupo hiperabeliano-por-

Corolario 2: Se G é um PC-grupo e I é policiclico-por-finito, entdo existe um

subgrupo normal H policiclico-por-finito tal que HN = G.

Demonstragdo: (pagina 43, [1])

H
Lema 2: Seja ¢ um PC-grupo, e seja 2(6) um subgrupo policiclico-por-finito de
G G
%. Entdo existe um subgrupo normal N de G tal que I é policiclico-por-finito e
NNnH=Z(G).
D tracdo: Send i b licicli finito d ¢ 1
emonstragdo: Sendo 720 um subgrupo policiclico-por-finito de 76 pela
H
Proposicao 4, segue que 2(6) é noetheriano e, portanto, é finitamente gerado.
Assim, podemos escrever =(Z(G)h Z(G)hy,) = Z(G) (s, fin) de onde
P 2(6) v 26
segue que H = Z(G){hy, ..., hy). Como C;(H®) = N™,Cs(h;®),Y h; EH e G é PC-
G
grupo, segue que Ce(HO) é policiclico-por-finito. Portanto, pelo Corolario 2, existe
G

um subgrupo normal K policiclico-por-finito de G tal que KC;(H) = G, ja que
Cs;(H®) < Cgz(H). Seja N = Cg(K). Entdo N N H centraliza K e C;(H) e, portanto,
NNH = Z(G). E, como N C;(k%) = C;(K%) < Cz(K) = N,V k €K, segue que

I é policiclico-por-finito.
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3. Propriedades de Frattini em PC-Grupos

Apresentaremos dois teoremas que consideremos a parte principal deste
trabalho. Mostraremos que em um PC-grupo as propriedades localmente
nilpotente e localmente supersoltvel sdo propriedades de Frattini.

Teorema 3: Seja G um PC-grupo e seja K um subgrupo normal de G. Entdo temos

que ———— é localmente nilpotente se, e somente se, K é localmente nilpotente.
KNd(G)

Em particular se é localmente nilpotente, entdo G é localmente nilpotente.

)

Demonstragao: Seja E um subgrupo finitamente gerado de K. Entdo, sendo G um
PC-grupo, pelo Teorema 2, E esta contido dentro de um subgrupo policiclico-por-
finito de G e assim, pela proposicio 5, E é policiclico-por-finito. Fazendo

G
H = EZ(G), pelo Lema 2, existe um subgrupo normal N de G, tal que I é

policiclico-por-finito e EZ(G) NN = Z(G). Pelo Lema de Dedekind, segue que
E NN < Z(G).(Ver[1], Lema 1.2).

. . . = G

Por hipotese, temos que ————— é localmente nilpotente. Fazendo ¢ = +

K Nd(G) N
_ KN K ) . B ®(G)N G

e K = —, temos que ————= € localmente nilpotente, ja que <P\
N K no(6) N

Assim, temos que = — ¢é localmente nilpotente e satisfaz a condi¢do maximal,

K N®(G)

pois I é policiclico-por-finito, logo, e é nilpotente (Ver [3], pag. 360) e

nNo(G)
E EN KN

= — < —,eENN < Z(G), vemos
ENN) ~ N — N

que E é nilpotente. Portanto, K é localmente nilpotente.

assim K também é nilpotente. Como

Teorema 4: Seja G um PC-grupo e seja K um subgrupo normal de G. Entdo temos

K

que ——— ¢€ localmente supersoluvel se, e somente se, K é localmente
KN®(G)

supersoluvel. Em particular se ¢ localmente supersoltuvel, entao G €

®(G)

localmente supersoluvel.
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Demonstragao: Seja E um subgrupo finitamente gerado de K. Entdo, sendo G um

PC-grupo, pelo Teorema 2, E estd contido dentro de um subgrupo normal

policiclico-por-finito de G e assim, pela proposicao 5, E é policiclico-por-finito. Pelo
G

Lema 2, existe um subgrupo normal N de G tal que N é policiclico-por-finito e

EZ(G)NN = Z(G) de onde temos ENN < Z(G) (Lema de Dedekind) (Ver [1],

Lema 1.2). Por hipétese temos que ———— é localmente supersoluvel. Fazendo
KN®(G)
- ¢ - KN K , A
G = e K =——, assim temos que =————=- é localmente supersolivel, ja que
N N Kno(G)
DP(G)N G
N N
Temos que ————=- é localmente supersoluvel e satisfaz a condicao
K no(6)
imal. Dai, pela P icdo 8, t K S luvel. E i
maximal. Dai, pela Proposi¢cdo 8, temos que = — é supersoluvel. or isso,
p posi¢ q K no(G) p p
74 7 7 7 z ~ E ~o EN
temos que K também é supersoluvel. Dai segue entdo que = —
(ENN) N

EN KN —
supersoluvel, ja que ~ < N = K.Dado que ENN < Z(G), temos que ENN ¢é

abeliano finitamente gerado e, pela Observacdo 2, E N N € policiclico. Isto implica
que existe uma série

1 ES HoﬂHlﬂ"'SHr:E ﬂN

H;

onde cada é ciclico e H; S E. Logo, existe uma série normal em E com

i-1
quocientes ciclicos, ou seja, E é supersoluvel. Portanto, K é localmente
supersoluvel.

4. Consideragdes Finais

As discussdes feitos nos Teoremas 3 e 4, mostram que as classes dos grupos
localmente nilpotentes e localmente supersoluveis sdo propriedades de Frattini
em PC-grupos. Os estudos feitos sobre essas particulares classes de grupos deixam
claro que existe uma generalizacao do fato de que nilpoténcia e supersolubilidade
sdo propriedades de Frattini em grupos finitos.

Em nossa referéncia [2], S. Franciosi e F. de Geovani mostram que as
propriedades de ser finito, policiclico-por-finito, minimax, periédico, finito com
posto livre de tor¢do e secao abeliana de posto finito sdo propriedades de Frattini
de PC-grupos com centros triviais. Desta maneira poderiamos investigar quais
outras classes de grupos possuem propriedades de Frattini.
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Revista

ELEMDENTOS

A Concisao das Palavras Centrais
Inferiores: Uma Demonstracao Alternativa

Sérgio Brazil Junior

Universidade Federal do Acre

Resumo

Seja F um grupo livre sobre um conjunto infinito enumeravel {x;, x,, ... }.

Sejaw = x;, !

1 ...xiklk € F uma palavra em k variaveis. Uma palavraw pode ser
vista como uma funcao de k variaveis definidas em qualquer grupo G. Seja G, o
conjunto constituido por todos os valores w(gy,...,gx) = g:'* ... gx'k, onde
91, -9 €EGely, .., lxyek €N. O subgrupo de G gerado por G, é chamado o
subgrupo verbal de G determinado pela palavraw e é anotado por w(G). Uma
palavraw é dita concisa, se a finitude de G,, implicar na finitude de w(G). No
trabalho de Turner- Smith [3] foi mostrado que muitas palavras relevantes sdo
concisas, entre elas as palavras centrais inferiores, definidas pelas equagdes
y1(x) = xeV¥Yrs1 = [Yr.71]- O objetivo do presente trabalho é apresentar uma

outra forma de demonstrar esse resultado.

Abstract

Consider F a free group on countable infinite set{xy,x,,...}. Consider
w = xilll xiklk € F aword in k variables. A word w may be seen as a function of k
variables defined in any group G. Consider G, the group consisting of all w values
w(gq, . 8) = g1'1...g’k , where g;,...,gx €Gand l;,..,lyek€N. The G
subgroup generated by G,, is called the G verbal subgroup, which is determined by
word w and it is noted by w(G). A word w is said to be concise if the finiteness of
Gy, implies in the finitude of w(G). Turner-Smith’s work has shown that many
relevant words are concise, including the lower central ones, defined by y; (x) = x
€ Yk+1 = [Yw Y1] equations. This paper aims at presenting another way to
demonstrate this result.

Palavras Chaves: Palavras Concisas, Palavras Centrais Inferiores, Subgrupo Verbal.
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1. Introdugdo

Seja F um grupo livre sobre um conjunto infinito enumeravel {x;, x,, ... }.

b xiklk € F uma palavra em k varidveis. A palavraw pode ser vista

Sejaw = x;,
como uma func¢do de k variaveis definidas em qualquer grupo G. Sejam g4, ..., gk
elementos de um grupo G, definimos o valor da palavraw em (g4, ..., gx), como
sendo w(gyq, ..., gx) = 91'* ... gx'* . Seja G, o conjunto constituido por todos os
valores w(gy,...,gx), onde g4,...,gr €Ge Iy, .., I, k€EN. O subgrupo de

G gerado por G,, é chamado o subgrupo verbal de G determinado pela palavraw e

é anotado por w(G). Por exemplo, se w = [x4, ..., Xx] , entdo w(G) = y(G).
A seguinte questdo foi sugerida por P. Hall
Se o conjunto G,, é finito, serd que o subgrupo verbalw(G) é também finito?

No trabalho de Turner- Smith [3] e P. Hall (sem publica¢do), foi mostrado
que muitas palavras relevantes sdo concisas, entre elas as palavras centrais
inferiores, definidas pelas equagdes y;(x) = x e Yx41 = [V, V1] € as palavras
derivadas, definidas pelas equagdes §,(x) = x e & = [0x_1,Ok_1]- Entretanto, em
[1, pagina 439], A. Yu. Ol’'shanskii, mostra que existem palavras que nao satisfazem

tal questao.

Definigdo 1: Diremos que uma palavra w é concisa se esta satisfizer o

questionamento supra-citado feito por P. Hall, para todo grupo G.

A seguir mostraremos que as palavras centrais inferiores y; sdo concisas.
Este resultado é devido a Turner- Smith [3] e P. Hall (sem publicacao), porém
daremos uma outra demonstracgao.

2. Alguns Lemas e o Teorema de Schur.

Antes de darmos a versao alternativa precisamos dos lemas a seguir, assim

como um bem conhecido e importante resultado devido a Schur
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Lema 1: Sejam G um grupo e x,y € G. Se x e y comutam com [x, y], entdo

[, y]" = [x",y] = [x,y"],
para todo inteiro r.

Demonstragao: Demonstraremos primeiro o caso em quer é um inteiro nao-
negativo usando inducdo sobrer > 0. Ser = 0, ndo temos nada a demonstrar.

Suponha que o resultado seja verdade para algum r > 0. Assim,

[, ] = [,y [yl = x 7ty x[e, vy = x 7y T ixx, y Ty =[x,y

Agora por hipdtese, [x,y]y = y[x,y] e, dai, segue que x 1y 1xy = yx~1y~1x, isto
é, [x,y]"! = [x,y"]. Portanto, se r > 0, entdo [x,y]" =[x,y *]" =[x,y "], como

queriamos demonstrar.m

Lema 2: Seja G um grupo nilpotente de classe ¢ > k. Entdo, existe um subgrupo
ciclico nao trivial em Z(G), onde todos os elementos sdo comutadores simples de

peso k.

Demonstragdo: Usaremos inducdo sobre a classe de nilpoténciac. Sec =1, o
resultado é 6bvio. Suponha que tal resultado seja verdade para grupos cuja classe
de nilpoténcia é menor que c. Considere G = G/Z(G). Temos que G tem classe de

nilpoténcia ¢ — 1. Assim, por indugfo, temos que existe 1 # b € Z(G) N G, al

k-1’ t

que bt € Gyk—l’ para todo inteiroi. Logo b = b;z;, onde b; € G ez; € Z(G).

Yk-1

Desde que b € Z(G), existey € G, com [b,y] # 1. Logo,a = [b,y] € Z(G) N G, e,

assim, pelo Lema 1,
a' = [b,y]" = [b, y] = [biz:,¥] = [b1,¥] € Gy,
para todo inteiro i.m

Observamos que em geral G,, = {[xq, .., X]; X1, ..., X € G} ndo é um
subgrupo de G, uma vez que o produto de dois elementos de G, ndo
necessariamente pertence a G,,. Observamos, também, que y;(G), o k- ésimo

termo da série central descendente de G, € gerado por Gy, .
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Nos resultados a seguir, a expressao “{k, m}-limitado”significa: limitado por

uma func¢do que depende somente dos parametros k e m.
A demonstrag¢do do seguinte teorema pode ser encontrada em [2]

Teorema 3 (Schur): Seja G um grupo. Se G/Z(G) é finito de ordemn, entdo G’ é

finito de ordem {n}-limitadae (G")" = 1.

3. Teorema principal

Abaixo segue a demonstracao do resultado principal desse trabalho

Teorema 4: Seja G um grupo tal que |Gyk| = m. Entdo |y, (G)| é {k,m}-limitada.

Demonstragdo: Sejam g,xy, ..., xx € G. Temos que [xy, ..., x;]9 = [x{, .., x7] € G,
Desde que |GVk| = m, temos que X = [Xq, ..., X;] possui no maximo m conjugados
em G, Isto é |x%| <m, ou seja, |G:C;(x)|] <m. Como y,(G) é m-gerado, segue
G/C;(yx(G)) € finito de ordem {k,m} -limitada. Consequentemente,
Y(G)/Z(yr(G)) é finito de ordem {k, m}-limitada. Assim pelo Teorema 3 (Schur),
Yi(G)' é finito de ordem {k,m}-limitada. Trocando G pelo grupo quociente
G/y,(G)' podemos assumir, sem perda de generalidade, que y,(G)' = 1, isto é que
yx(G) ¢é abeliano. Sejam a€yy(G) e xq,..,x4_1 €G arbitrarios.
E claro que[a, xq,..,Xx_1] € Gy,- Também, pelo Lema 1, [a, xy,..,X_1]" =

[a", %1 ..., xk_1] €E G

v, Para todo inteiror. Logo,([a,xy,...,Xx_1]) € G,,. Dessa

forma, o subgrupo

L={(axq, .., xk_1]; a € Vi (G) e xq,...,X}_1 €EG)
é finito de ordem {k, m}-limitada. Considere agora o grupo quociente G /L. E claro
que G/L é nilpotente ( de classe no maximo 2k — 2). Se a classe de nilpoténcia de
G/L é menor quek, temos y,(G/L) = 1e dai,y,(G) < L. Logo, y,(G) é finito de
ordem {k, m}-limitada. Do contrario, isto é, se a classe de nilpoténcia de G/L é

maior ou igual que k, temos pelo Lema 2, que existe 1 # a; € Z(G/L) N (G/L)yk tal
que (a;) < (G/L)yk e, dai, (a;) é finito de ordem {k,m}-limitada. Assim,

L; = (ay)L é finito de ordem {k, m}-limitada. Considere agora o grupo quociente
G/L,. Se a classe de nilpoténcia de G/L; é menor quek, temosy,(G/L;) = 1e,

assim, y,(G) < L;, dai y,(G) é finito de ordem {k, m}-limitada. Se nio, isto é, se a
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classe de nilpoténcia de G/L; é maior ou igual que k, temos pelo Lema 2, que
existe 1 # a; € Z(G/L;) N (G/Ly),, tal que (@) < (G/Ly),, e, dai, (@) é finito de
ordem {k, m}-limitada. Assim, L, = (a,){a;)L ¢é finito de ordem {k, m}-limitada.
Considere, entdo, o grupo quociente G/L,. Se a classe de nilpoténcia de G/L, é
menor que k, temos Yy, (G) é finito de ordem {k, m}-limitada. Do contrario, pelo
Lema 2, existe 1 # a3 € Z(G/L,) N (G/Ly),, talque (@3) S (G/Ly), ,istoé,(az)é
finito de ordem {k, m}-limitada. Continuando dessa forma, uma vez que |Gyk| =m,
existe um indice j < m, tal que L; = (a;){a;_;) ...{az}a,)L é finito de ordem {k, m}-
limitada e a classe de nilpoténcia de G/L; ndo pode ser maior do que k.
Consequentemente, ¥ (G) < L; e, portanto, ¥ (G) tem ordem {k, m}-limitada,

como queriamos mostrar.m

4. Considerag¢des Finais

Ressaltamos que o teorema principal desse trabalho, constante do
paragrafo 3, foi publicado em 2006, no Journal of Group Theory (9), 127-137,
sofrendo algumas alteracdes em sua demonstracdo. Os resultados apresentados no
presente texto estdo em sua forma original, isto é, na forma que foram concebidos

quando da elaboracao de [2].
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ELEMDENTOS

FC - Grupos Finitamente Cobertos

Dedicado ao 802 aniversario de minha mae

José Ivan da Silva Ramos

Universidade Federal do Acre

Resumo

Devido a Neumann, se um grupo G é finitamente coberto por classes
laterais, determinadas por subgrupos Sy, S5, ..., S,; entdo podemos supor que cada
um desses S; é de indice finitoem G; Vi = 1, 2,---,n. Consequentemente, Gé um FC
grupo se, e somente se, G é finitamente coberto por FCE subgrupos. Nos
mostraremos que, se essa cobertura consiste de FC€ (sub) grupos locais ou de FC
(sub) grupos finitamente gerados; entdo, respectivamente, G é um € grupo local

ou Gé um FC grupo finitamente gerado.

Abstract

Due to Neumann, a group G is finitely covered by cosets determined by
subgroups Si,S5, ..., S,; then we can assume that each §; is of finite index in G,
Vi=1,2,--,n. Consequently, G is an FC group if and only if G is finitely covered
by € subgroups. We show that if such coverage consists of € (sub) sites or FC
(sub) groups finitely generated groups, then, respectively, G is a local or € group
G is a finitely generated € group.

Palavras - chave: Cobertura, indice, torg¢ao, grupo e subgrupos.
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1. Introducao

Se x é um elemento de um grupo G; entdo x% denota a classe dos
conjugados de x em G. E o nimero |x%| = |G: C; (x) | de conjugados de x em G é
igual ao indice, em G, do centralizador de x em G.

O centro de um grupo G pode ser definido como sendo a intersecdao dos
centralizadores de todos os seus elementos:

26) =) e
X€EG

Também ¢é claro que |G: C; (x) | < |G: Z(G) |; para qualquer elemento x em

G.E, se o centro de G possui indice finito em G, entdo todo elemento x em G possui

somente finitos conjugados e G é um FC grupo.

Se G = (g1, 92, " gn) € finitamente gerado; entdo temos que
n
26) = ) Cotoos
i=1

i. e.; um elemento é central em G se, e somente se, ele comuta com todo gerador do
grupo G.

Se G = (91,92, gn) € um FC grupo; entdo cada indice |G: C;(g;)| € finito. E,
sendo Z(G) a intersecdo de finitos subgrupos de indices finitos em G, vale que Z(G)

também tem indice finito em G.

Os &C grupos foram inicialmente investigados por Reinhold Baer em [1].
Nesse trabalho o autor explora propriedades de finitude. Comega observando que:

todo grupo finito G possui as seguintes trés propriedades.
(FC) Todo elemento em G possui somente um numero finito de conjugados.
(FL) Todo elemento em G esta contido em um subgrupo normal finito de G.

(FO) Existe somente um numero finito de elementos de uma dada ordem no

grupo G.

Com relacgdo a propriedade (FC), estabelece o seguinte
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Teorema (Baer, R.): Todo elemento em um grupo G possui somente um numero

finito de conjugados se, e somente se, valem:

i) todo elemento em G pertence a um subgrupo normal finitamente gerado de G.

. G _ G
ii) todo elemento em ) pertence a um subgrupo normal finito de 20

Em [2], Neumann faz uma descri¢do importante dos §FC¢ grupos finitamente

gerados. O principal resultado desse trabalho é o

Teorema (B. H. Neumann): Se G é um &€ grupo e T(G) denota o conjunto dos
elementos periodicos (ou de torcdo) de G; entdo vale que:
i) T(G) é um subgrupo caracteristico de G.

ii) G' < T(G).

iii) @ ¢ abeliano e localmente finito.
iv) Se G é finitamente gerado, entao T'(G) é finito.

Como consequéncia desse resultado prova ainda que: se |G: Z(G) | < oo;
entdo G' é um grupo finito. E se G’ é finito; entdo G é um FC grupo.

Uma cole¢do de subconjuntos de um grupo G é denominada uma cobertura
de G se, e somente se, cada elemento de G pertence a algum subconjunto dessa
colecao.

Em [3], Neumann estabelece que, se G é um FC grupo; entao Gé coberto por
uma quantidade finita de € subgrupos. Os argumentos utilizados para obter esse
resultado se baseiam no fato de que

Se um grupo G é finitamente coberto por uma colecdo de classes laterais,
entdo, excluindo dessa colecdo as classes laterais determinadas por subgrupos de
indices infinitos em G, obtemos ainda uma cobertura (finita) deG.

Como uma consequéncia desses resultados de B. H. Neumann, vamos
estabelecer, sem muitas dificuldades, que:

Se G é um FC grupo finitamente gerado; entdo Gé coberto por uma
quantidade finita de € subgrupos finitamente gerados.

E que:
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Se G é um FC grupo local; entdo G é coberto por uma quantidade finita de

&Csubgrupos locais.

2. Apresentagdo de resultados

Neste paragrafo vamos destacar o resultado de Schreier a respeito de
subgrupos de indices finitos em grupos finitamente gerados. Como uma aplicacdo
disso, explicamos que Z(G), o centro de um FC grupo G finitamente gerado, é
também finitamente gerado.

O outro resultado que relacionamos aqui, de fundamental importancia para
as pequenas conclusdes que faremos a respeito dos FCgrupos, é uma observacao

de B. H. Neumann que trata de coberturas de grupos.

2.1. Observagao (Schreier): Seja G um grupo finitamente gerado e H < G tal que
|G: H| < co. Entdo, H é finitamente gerado.

Demonstragdo: Se |G: H| = r, r um inteiro, temos que G = Ht; U Ht, U ... U Ht,,
com t; = 1, é a unido disjunta de r classes laterais (a direita de H em G). Temos
também G = (X); com X C G e|X| < oo.

Agora, consideremos o conjunto T(X UX™1) T1; onde T = {ty, ty, .., t,} é 0
conjunto dos representantes das classes laterais citadas acima. Esse conjunto é
claramente finito.

Além disso, para todo aem H < G, sendo Gfinitamente gerado por X,
existemum inteiro se selementos x4, X5, ...,x;em X U X1, com a = x;x, ... x;.

Paratodo g € Getodoi € {1,2,...,r},3h=h(i,g) EH e j=j(ig) tais
que t;g = ht;. Assim, h = tigtj"l € TgT™! e como G =(X), g é um produto de
elementos do conjunto X U X~ 1 e por isso, vale que h € (T(X U X~1)T1). Logo,

para cada um dos x;'s acima vao existir hj's em T(XUX DT 1e tij’s em T, de
modo que t;x; = hyt; e ti Xje1 = hj+1tl-j+1; com j=1,2,..,5s — 1. Portanto,
podemos escrever a igualdade a=t;a =1t;x1Xy..xs = (t1%1) Xy ... X5 =
(hltil)xZ ...xs = hl(tile)X3 ...xs = h’l (hztiZ)X3 ...xs = hlhz(ti2x3) .X4 ...xs. Em
finitos passos teremos a = hyh; ..hs_;hst; & t; = hg' ...h;'hi'a € H; ja que

0s hj's e a sdo elementos de H. Entdo t;. € H e assim ¢ =t; =1
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Consequentemente, a = hyh,...hy pertence a (T(XUX 1)T™1nH). Segue que
H<(TXuX HT1nH)e, obviamente, (T(X UX 1HT~1 n H) < H. Portanto, vale
que H é finitamente gerado pelo conjunto (finito) T(X UX )T 1 nH). W

2.2. Observagdo (B. H. Neumann): Seja G um grupo finitamente gerado. Entdo; G é

G 4o . .
um FC grupo se, e somente se, 0 grupo zZ® © finito. Particularmente, Z(G) é

finitamente gerado (pela observacao em 2.1 acima)

Demonstragdo: Se G =(gy, 92, gn) ¢ um §C grupo finitamente gerado, as

. ~ . o . . G
consideragoes feitas no inicio de nossa introdugao mostram que o grupo 7@ ¢

finito. Reciprocamente, V x € G, vale que Z(G) < C; (x), consequentemente,

|G:C; (x) | <|G: Z(G) | mostra que x possui somente finitos conjugados em G.H

n
2.3.0bservacio (B.H. Neumann): Dado um grupo G = U Sig;;com S;,S,, -+, S,
i=1

e g1,92 ", 9n respectivamente, n subgrupos e n elementos de G (nao
necessariamente distintos), com1 < n(€ N), podemos omitir dessa unidao qualquer
classe S;g; tal que |G: S;| é infinito; com i = 1, 2, -+, n e ainda temos uma cobertura
de G.
Demonstragao: Em duas partes!
Parte 1: Primeiramente, provaremos que pelo menos um dos subgrupos S; possui
indice finito em G. Faremos isso por inducdo sobre o nimero m de subgrupos
distintos, dentre os S;'s, que cobre G.
Se m = 1, todos os subgrupos S;, S, ... € S,coincidem; entdo G é a unido de
finitas classes laterais a direita de S; em G e, consequentemente, temos |G: S;| < .
Agora, sejal < m € N, o maior numero de subgrupos distintos dentre os
S;'spara o qual ndo temos qualquer um dos S;com indice finito em G. Entdo,
podemos supor, sem perda de generalidades, que os S;’s sdo tais que S, = Sy41 =
Sma2 = -+ = §, € distinto de cada um dos S;,S,, ...,S,,—1 € esses sdo dois a dois
distintos entre si. Notemos que assim, temos m subgrupos distintos Sy, S5, ..., S;—1

eSm = Sm+1 = Smaz2 = 0 = Sne
n

SeG = U S,9i,temos que |G : S,,| < o e, nesse caso, também temos um

i=m
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n n
subgrupo de indice finito em G. Se U S,9: G, Ax € G\ U Sng; de modo

i=m i=m

n m-—1
que Sp,x N <U Sngl-> = (. Portanto, temos a inclusdo S,x < U S;g; .Isso nos
i=m i=1
m-—1
mostra que param < j < n,vale que S,g; < Si(g9ix'g;). Entdo, podemos
i=1
m-1

concluir que G = U Si(gix~'g;) e assim, G é coberto por S;,S,, ..., Sy—1; OU S€ja
i=1

G é coberto por m — 1 < m subgrupos distintos. Por inducdo, vemos que existe um
indice t,com 0 <t <m — 1, tal que S; é um subgrupo de indice finito em G.

Parte2: Agora, provaremos que os subgrupos de indice infinito podem ser
largados: podemos supor que dentre os S;'s temos, ordenadamente, Sy, S,, ..., S; de
indices infinitos e S;;1,S;42, .-, S, de indices finitos em G, respectivamente. Pela

Partel, vale que | < n.

n
Pondo I = ﬂ S;,temos |G: I| < oo.Dai, paracada j,coml+1<j <n,
i=1+1
k

temos |Sj: I| = k < c.Consequentemente, vale que §; = U 1g; .Isso mostra que G
t=1

é coberto pela unido de classes laterais a direita de S;,S,, ..., S; em G com classes
laterais a direita de I em G.

Se as classes laterais a direita de I em G cobrem G, com mais forte razio as
classes laterais a direita de S;;1,S;42,-..,S, cobrem G e podemos eliminar da
cobertura, Sy, S,, ... € S}, todos de indice infinito em G.

Caso contrario, se as classes laterais a direita de I em Gnao cobrem G,
podemos usar os mesmos argumentos que usamos na Partel, trocando m por L.
Assim, considerando o numero de subgrupos distintos dentre S;,S,,... €S,
obteriamos que um deles tem indice finito em G. Uma contradi¢do com a escolha

desses subgrupos. B
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3. Grupos Cobertos por € subgrupos

O objetivo principal desse paragrafo é mostrar que, um grupo Gser
finitamente coberto por determinada classe de € subgrupos, equivale a G

pertencer a mesma classe dos subgrupos que o cobrem.

Essas pequenas observa¢des foram inspiradas em um dos importantes

resultados de B. H. Neumann que é dado na seguinte

3.1. Observagdo (B. H. Neumann): Seja G um grupo. Entao, G é um &€ grupo se, e
somente se, G possui uma cobertura finita consistindo de FC¢ subgrupos.

Demonstrag¢ao: Em um sentido isso é claro.

n
Agora, suponhamos que G = U H;; onde cada H; é um &C grupo. Podemos

t=1
supor ainda, por 2.3, que o indice de cada H; em G é finito.

Dado qualquer elemento g em G, vale que g € H; para algum j € {1, 2, ...,n};
onde|G:H]-| < 0o, Também vale que |Hj:CH].(g)| = |Hj:H]- N C; (g)| < . Isso
mostra que CHj(g) < C; (g) tem indice finito em G e, por isso, concluimos que G é

um FCgrupo. &

Para obtermos um resultado analogo para um &€ grupo finitamente gerado,

utilizaremos a seguinte

3.2. Observagao: Seja G um grupo coberto por 1 < n(€ N) subgrupos Hy, H, -+, Hy,.
Entdo, vale que, G é um grupo central por finito se, e somente se, H; é um (sub)
grupo central por finito; Vi=1,2,---,n.

Demonstragao: Podemos supor pela observagao em 2.3 que o indice de cada H; em
G é finito. Sendo Z;, o centro de cada H;, vale, por hipétese, que |H;: Z;| < oo; para
cadai =1,2,...,n. Entdo, L = N}, Z; é um subgrupo de indice finito em G. Como

temos L < Z(G), vale que G é um grupo central por finito. H
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3.3. Teorema: Seja G um grupo finitamente coberto por subgrupos Hq, Hy, -, Hy,.
Entdo, vale que Gé um ¥C grupo finitamente gerado se, e somente se, cada H; é um
&C grupo finitamente gerado; Vi =1, 2, -+, n.

Demonstragao: Pela observagdo em 2.3, podemos admitir que nessa cobertura, o
indice de cada H; em G é finito. Além disso, notemos que, se G é um grupo
finitamente gerado, como cada H; tem indice finito em G, vale, por 2.1, que cada H;
é finitamente gerado. Equivalentemente, se G ¢ finitamente coberto pelos H;'s e H;
é finitamente gerado para todo i =1,2,-:-,n, entdo G € um grupo finitamente
gerado. Nesse caso, temos, combinando as observacdes em 2.2 e 3.2 que G é um FC
grupo (finitamente gerado) se, e somente se, G € central por finito se, e somente se,
H; é central por finito se, e somente se, H; um € grupo (finitamente gerado) para

todoi=1,2,---,n.

3.4. Teorema: Seja G um grupo finitamente coberto por subgrupos Hy, Hy, -, Hp,.
Entdo, vale que G é um € grupo local se, e somente se, cada H; é um € grupo
locab vi=1,2,:-,n.

Demonstragdo: Consideremos que cada H; é um € grupo local. Se Fé um subgrupo
finitamente gerado de G, os (finitos) subgrupos F N H,F N H,, ..., F N H,, formam
uma cobertura (finita) para F. Além disso, como cada H; tem indice finito em G,
cada F N H; tem indice finito em F. Entdo, por 2.1, cada F N H; é um subgrupo
finitamente gerado de H;. Portanto, cada F N H; é um §C grupo; Vi=1,2,---,n.

Por 3.1, F é um ¥C grupo e G é um FC grupo local. &

4. Consideragdes finais
A observacdo em 2.3, que nos diz que se um grupo G é finitamente coberto
por subgrupos, esses subgrupos podem ser considerados de indices finitos, é
decisiva para a obtencdo desses pequenos resultados no nosso paragrafo 3.
Nessa mesma linha, e de imediata conclusdo, temos que: “G é um € grupo
de tor¢do se, e somente se, cada H; é um &€ grupo de tor¢do; Vi =1,2,---,n".

Observado que se existir um subgrupo 1# H em um grupo G, com

|G: H| < oo, vale que, G localmente finito se, e somente se, cada H é localmente
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finito, também é imediato que: “G é um ¥C grupo localmente finito se, e somente

se, cada H; é um &€ grupo localmente finito; Vi = 1, 2, -+, n".

5. Bibliografia

[1] Baer, R.; Finiteness properties of groups, Duke Math. J. 15; 1021-1032 (1948);
[2] Neumann, B. H.; Groups with finite classes of conjugate elements; Proc. London
Math. Soc. 3(1); 178-187 (1951);

[3] Neumann, B. H.; Groups covered by finitely many cosets; Publ. Math. Debrecen
3; 227-242 (1954);

[4] Ramos, ]. Ivan. S.; Subgrupos preservadores de propriedades de grupos;, Tese
de doutorado; Universidade de Brasilia; Brasilia-DF-Brasil (2003);

[5] Ramos, |. Ivan. S. and Maier, R.; Property Preserving Subgroups of a Group; JP
Journal of Algebra, Number Theory and Applications 6(2) 237-264; Pushpa
Publishing House-India (2006);

[5] Robinson, D. ]. S.; 4 course in the theory of groups; Springer Verlag; New York-
Berlim-Heidelberg (1996);

[6] Robinson, D. |. S.; Finiteness conditions and generalized soluble groups; Part 1;

Springer Verlag; New York-Berlim-Heidelberg (1972);

José Ivan da Silva Ramos

Rua Maranhio I, n2 133 - Bairro Bosque - Rio Branco - Acre.
CEP: 69900-484

ivanr@ufac.br

Tels.: 0xx68-3901-2536 e 0xx68-84067712.

80



Revista

ELEMENTOS

Nota Historica

Carl Friedrich Gauss

* 30 de abril de 1777, em Braunschweig, Alemanha-Eleitorado da Sax6nia

T 23 de fevereiro de 1855, em Goéttingen, Alemanha-Reino de Handver

Johann Carl Friedrich Gauss

Alguns o referem como princeps mathematicorum (em latim, "o principe da
matematica” ou "o mais notavel dos matematicos") e um "grande matematico
desde a antiguidade", Gauss tinha uma marca influente em muitas areas da
matematica e da ciéncia e € um dos mais influentes na histéria da matematica. Ele
refere-se a matematica como "a rainha das ciéncias".

Filho de pais humildes, seu pai, Gerhard Diederich, era jardineiro e
pedreiro, sua mae Dorothea Benze era analfabeta, ndo tendo registrado a data de

nascimento de Gauss.
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Aos sete anos entrou para a escola. Segundo uma histéria famosa, seu
diretor, Butner, pediu que os alunos somassem os numeros inteiros de um a cem,
mal havia enunciado o problema e o jovem Gauss colocou sua lousa sobre a mesa,
dizendo:/igget se! Sua resposta, 5050, foi encontrada através do raciocinio que
demonstra a férmula da soma de uma progressao aritmética. Butner reconheceu a
genialidade do menino de dez anos, passou a incentiva-lo nos seus estudos, junto
com seu jovem assistente, Johann Martin Bartels (1769-1856), apaixonado pela
matematica. Entre Bartels, com dezessete anos, e o aluno de dez nasceu uma boa
amizade que durou toda a vida.

Em novembro de 1804 casou com Johanna Elisabeth Rosina Osthoff
(nascida em 8 de maio de 1780) e que faleceu alguns anos depois, em 11 de
outubro de 1809. Do primeiro casamento teve trés filhos: Joseph, Wilhelmine e
Louis. Depois casou com Friederica Wilhelmine Waldeck, com quem teve mais trés
filhos: Eugen, Wilhelm e Therese.

Aos doze anos Gauss ja olhava com desconfianca para os fundamentos
da geometria euclidiana; aos dezesseis ja tinha tido seu primeiro vislumbre de uma
geometria diferente da de Euclides. Um ano mais tarde, comegou uma busca critica
das provas, na teoria dos nimeros, que tinham sido aceitas por seus antecessores e
tomou a decisdo de preencher os vazios e completar o que tinha sido feito pela
metade. Aritmética, o campo de seus primeiros triunfos, tornou-se seu estudo
favorito e o campo de sua obra prima. Para que a prova fosse absolutamente certa,
Gauss acrescentou uma fecunda e engenhosa matematica que nunca foi superada.
Bartels apresentou-o a alguns influentes homens em Brunswick que,
impressionados, levaram-no para que Carl Wilhelm Ferdinand, Duque de
Brunswick, o conhecesse. O Duque de Brunswick imediatamente assegurou que
sua educacdo no Collegium Carolinum continuaria até ser completada. Nos trés
anos em que ali esteve dominou os mais importantes trabalhos de Leonhard
Euler, Lagrange e, acima de tudo, o Principia de Newton. Por seus estudos
redescobriu, e foi o primeiro a provar, "a joia da aritmética," o "theorema aureum"
e "teorema de ouro"”, conhecido como a lei da reciprocidade quadratica, que Euler
tinha induzido e Legendre tentara provar, sem qualquer resultado.

Com a idade de quinze anos fez um grande avan¢o em linguas classicas

estudando sozinho e com a ajuda de amigos mais velhos. Teve a oposicao de seu
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pai mas Dorothea Gauss venceu a resisténcia do marido e o Duque patrocinou dois
anos de curso no Gymnasium. Ali ele assombrou a todos por sua maestria nos
classicos.

Tinha inventado (aos dezoito anos) o método dos minimos quadrados, que
hoje é indispensavel em pesquisas geodésicas, e em todos os trabalhos em que o
"mais provavel" valor, de alguma coisa que é medida, é deduzido apds um grande
numero de medidas. Gauss dividiu o mérito com Legendre, que publicou o método
independentemente em 1806. Este trabalho foi o comecgo do interesse de Gauss na
teoria dos erros de observacdo. A lei de Gauss da distribuicdo normal de erros e
sua curva em formato de sino, que a acompanha, é hoje familiar para todos que
trabalham com estatistica.

A decisdo sobre o seu verdadeiro caminho, se o da filologia ou da
matematica, foi feita em 30 de Margo de 1796, quando comegou seu diario
cientifico, que representa um dos mais preciosos documentos da historia da
matematica. O estudo de linguas passou a ser um passatempo para o resto de sua
vida. O diario sé foi conhecido pela ciéncia em 1898, quarenta e trés anos depois de
sua morte, quando a Sociedade Real de Gottingen o pediu emprestado a um neto de
Gauss para estudo critico. Ali se encontram dezenove pequenas paginas e contém
146 extremamente resumidos registros de descobertas ou resultados de calculos, o
ultimo deles datado de 9 de Julho de 1814.

Nem todas as descobertas de Gauss no periodo prolifico de 1796 a 1814
foram anotadas, mas muitas das que ele rascunhou sdo suficientes para estabelecer
a prioridade de Gauss em varios campos (fun¢des elipticas, por exemplo) onde
alguns de seus contemporaneos se recusaram a acreditar que ele os havia
precedido.

Muito ficou encerrado por anos ou décadas nesse didrio. Gauss nunca
reivindicou a autoria de descobertas a que ele se antecipara (algumas se tornaram
importantes campos da matematica no século XIX). No diario, ha anota¢des muito
pessoais, como por exemplo, no dia 10 de Julho de 1798 ha o seguinte
registro: EYPHKA! N = A + A + A". Traduzindo-se: Eureka! Todo nimero positivo é
a soma de trés numeros triangulares.

Embora o sentido de alguns registros esteja perdido para sempre, a maior

parte é suficientemente clara. Alguns nunca foram publicados, segundo ele, por

83



considerar seus trabalhos cientificos apenas como resultado da profunda
compulsdo de sua natureza. Publica-los para o conhecimento de outros lhe era
inteiramente indiferente. Disse também que um tal volume de novas idéias
trovejaram em sua mente, antes de ter completado vinte anos que, dificilmente,
poderia controla-las, s havendo tempo de registrar uma pequena fragdo delas.

Gauss apresentava provas sintéticas e conclusdes indestrutiveis de suas
descobertas as quais nada poderia ser acrescentado ou retirado. Uma catedral ndao
é uma catedral - disse - até que o ultimo andaime tenha sido retirado. Com este
ideal diante de si, Gauss preferia polir sua obra muitas vezes, ao invés de publicar
um grosseiro esbog¢o. Seu principio era: uma arvore com poucos frutos maduros
(Pauca sed matura).

Os frutos deste esforco em busca da perfeicio estavam, na verdade,
maduros mas nem sempre facilmente digeriveis. Todos os passos pelos quais o gol
tinha sido atingido tinham sido omitidos, ndo era facil para seus seguidores
redescobrir a estrada pela qual ele tinha caminhado. Consequentemente, alguns de
seus trabalhos tiveram que esperar por intérpretes altamente qualificados antes
que o mundo da matematica pudesse entendé-los.

S6 os matematicos do século XIX conscientizaram quanto Gauss tinha
previsto antes de 1800. Caso ele tivesse divulgado o que sabia, é possivel que a
matematica estivesse meio século mais adiantada do que se encontra. Niels Henrik
Abel e Jacobi poderiam ter comec¢ado de onde Gauss terminou, ao invés de terem
que redescobrir o que Gauss ja sabia antes que eles tivessem nascido.

Os trés anos (outubro de 1795 - setembro de 1798) na Universidade de
Gottingen foram os mais prolificos da vida de Gauss. Gragas a generosidade do
Duque Ferdinand, o jovem nao teve que se preocupar com finangas.

Em setembro de 1798 foi para a Universidade de Helmstedt, tendo sido
precedido por sua fama, hospedou-se na casa do professor de matematica Johann
Friedrick Pfaff(1765-1825).

No outono europeu de 1798, aos 21 anos, finalizou a Disquisitiones. O livro
s6 foi publicado em setembro de 1801. Em agradecimento por tudo que Ferdinand
lhe havia feito, Gauss dedicou seu livro ao Duque - Serenissimo Pricipi ac Domino
Carolo Guiliermo Ferdinando. Foi uma justa homenagem aquele que o salvara

tantas vezes (arranjando alunos, pagando pela impressao de sua tese de doutorado
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(Universidade de Helmstedt, 1799), assegurou uma modesta pensao que lhe
permitiria continuar seu trabalho cientifico livre dos obstaculos da pobreza ...)

Gauss escreveu em sua dedicatdria: "Sua bondade libertou-me de outras
responsabilidades e permitiu que eu me dedicasse exclusivamente a este trabalho."
Disquisitiones representou seu adeus a matematica pura, como seu interesse
exclusivo. O livro é de dificil leitura, até mesmo para especialistas, mas os tesouros
que contém estao agora disponiveis gracas ao trabalho do amigo e discipulo de
Gauss, Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1804-1859).

Expandiu sua atividade para incluir os aspectos matematicos e praticos na
astronomia, geodésica e eletromagnetismo.

0 segundo grande estagio da carreira de Gauss comec¢ou no primeiro dia do
século XIX, também um grande marco na histéria da filosofia e astronomia,
quando Giuseppe Piazzi (1746-1826) de Palermo, no dia da abertura do século
XIX, reconheceu o que tinha sido inicialmente tomado por um pequeno cometa
aproximando-se do Sol, como um novo planeta - mais tarde denominado Ceres, o
primeiro do fervilhante numero de menores planetas hoje conhecidos. A
descoberta deste novo planeta originou um sarcastico ataque aos astronomos que
presumiam a existéncia de um oitavo planeta. Disse Hegel: "Poderiam eles dar
alguma atencdo a filosofia? Se o fizessem reconheceriam imediatamente que sé
podem existir sete planetas, nem mais nem menos. Sua busca portanto é uma
estupida perda de tempo".

Gauss desprezava os fildsofos que se ocupavam de assuntos cientificos, por
eles ndo compreendidos. E levou a sério a existéncia de Ceres.

Seus amigos e seu pai estavam impacientes para que o jovem Gauss
encontrasse algum trabalho lucrativo, agora que o Duque ja dera por terminada
sua ajuda.

Este novo planeta descoberto encontrava-se numa posicdo que tornava
extremamente dificil sua observacao. Calcular sua 6rbita com tdo escassos detalhes
disponiveis poderia ser quase impossivel. Mas para o jovem cuja memoria
inumana o capacitava a dispensar uma tabua de logaritmos quando ele estava
apressado, toda essa aritmética infinda - logistica, nao aritmética - nao assustava.

Era, ao contrario, um desafio tentador, que lhe daria fama e dinheiro.

85



Apés vinte anos de trabalho Ceres foi redescoberta, precisamente onde os
engenhosos e detalhados calculos de Gauss tinham predito que ela seria
encontrada. 2 Palas, Vestae Juno, planetas insignificantes da diminuta Ceres foram
rapidamente pegos pelos telescopios. Calculos que haviam tomado trés dias de
trabalho a Leonhard Euler (tendo sido dito que um deles o teria levado a cegueira)
eram agora simples exercicios de algumas laboriosas horas. Gauss prescreveu o
meétodo e a rotina.

Em 1809 ele publicou sua segunda obra prima "Teoria do Movimento dos
Corpos Celestiais Girando a Volta do Sol”, na qual se encontra uma exaustiva
explanac¢do da determinagdo das érbitas dos planetas e cometas.

Gauss nao estava isento de inimigos. Foi ridicularizado por aqueles que
consideravam um desperdicio de tempo computar a Orbita de um planeta
insignificante. Trinta anos depois, quando Gauss assentou os fundamentos da
teoria matematica do eletromagnetismo e inventou o telégrafo elétrico foi, mais
uma vez, ridicularizado.

O Duque de Bruswick aumentou a pensao possibilitando seu casamento em
outubro de 1805, com a idade de vinte e seis anos com Johanne Osthof de
Brunswick, transformando sua vida, como ele préoprio disse a um amigo, numa
eterna primavera com novas e brilhantes cores.

A morte do Duque de Brunswick obrigou-o a encontrar alguma forma de
sobrevivéncia para sustentar sua familia. Nao foi dificil. Em 1807 ele foi designado
diretor do Observatério de Gottingen com o privilégio - e dever, quando necessario
- de ensinar matematica aos alunos.

O saldrio era modesto mas suficiente para suas necessidades e de sua
familia. O luxo nunca o atraiu e sua vida nio se modificara nos altimos vinte anos,
tendo assim permanecido até a sua morte: em seu estidio uma pequena mesa com
cobertura verde, uma mesa alta pintada de branco, um sofa estreito e, depois do
seu septuagésimo aniversario, uma cadeira de bracos com uma capa de veludo. Isto
era tudo de que ele precisava.

A péssima situacao da Alemanha sob a pilhagem dos franceses e a perda de
sua primeira mulher arruinaram a saude de Gauss. Sua predisposicdo para

hipocondria, agravada pelo trabalho incessante, piorou seu estado. Sua infelicidade
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nunca foi dividida com seus amigos. Para seu diario matematico ele confidenciou:
"a morte seria mais querida do que tal vida".

Entdo, quase exatamente apos seu segundo casamento, o grande cometa de
1811, o primeiro observado por Gauss, no crepusculo do dia 22 de Agosto, brilhou
sem se fazer anunciar. Foi a oportunidade de testar os instrumentos que Gauss
tinha inventado para dominar os planetas menores.

Seus instrumentos provaram ser adequados. Enquanto isso, o povo
supersticioso da Europa, com olhos apavorados, seguia o espetdculo em que o
cometa arrastava sua cimitarra de fogo na sua aproximag¢do do Sol, vendo na
brilhante ldmina um aviso do céu de que o Rei dos Reis estava irado
com Napoledo e cansado da crueldade do tirano. Gauss teve a satisfacdo de ver o
cometa seguir a rota por ele calculada até o ultimo centimetro. Por seu lado, o
crédulo povo viu comprovada sua predi¢do, quando o Grande Exército de Napoledo
Bonaparte foi destruido nas planicies geladas da Russia. Este foi um dos raros
momentos em que a explicagdo popular cabe nos fatos dos quais resultam
conseqiiéncias mais importantes do que a cientifica.

Gauss obteve avancgos significativos em geometria e na aplicagdo da
matematica para a teoria newtoniana da atracdo e eletromagnetismo. Como foi
possivel a um unico homem realizar tdo colossal massa de trabalho da mais alta
categoria? Com sua modéstia caracteristica, Gauss declarou que "se outros
tivessem pensado nas verdades matematicas tdo profunda e continuamente
quanto eu, eles poderiam, ter feito minhas descobertas".

Ele disse que durante quatro anos, raramente se passava uma semana sem
que ele ndo despendesse algum tempo para fazer alguma descoberta. A solucdo
finalmente vinha por si mesma como um relampago. Nao se pode imaginar,
entretanto que a resposta tivesse surgido por si mesma como uma nova estrela,
sem as horas despendidas em sua busca. Algumas vezes, depois de passar dias ou
semanas sem qualquer resultado em alguma pesquisa, depois de uma noite de
insOnia, o resultado surgia inteiro, brilhando em sua mente. A inteligéncia para
intensa e prolongada concentracdo era parte do seu segredo.

A geodésia deve a Gauss a invencdo do heliétropo, um engenhoso aparelho
pelo qual podem ser transmitidos sinais praticamente instantaneos através da luz

refletida. Os instrumentos astrondmicos também tiveram notavel avanco através
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de suas maos. E, como ultimo exemplo da engenhosidade de Gauss, em 1833 ele
inventou o telégrafo elétrico, que ele e seu companheiro de trabalho Wilhelm
Eduard Weber (1804-1891) usavam para trocar mensagens.

Dava pouca importancia ao uso pratico de suas inveng¢des. Gauss nunca foi
atraido pelo reconhecimento publico oficial, embora sua competéncia em
estatistica, seguro e aritmética politica pudessem ter feito dele um bom ministro
de financas.

Na fisica, a lei de Gauss é a lei que estabelece a relacdo entre o fluxo elétrico
que passa através de uma superficie fechada e a quantidade de carga elétrica que
existe dentro do volume limitado por esta superficie. A lei de Gauss é uma das
quatro equacgoes de Maxwell e foi elaborada por Carl Friedrich Gauss no século XIX.

Em 1840, publicou seu influente Dioptrische Untersuchungen, no qual fez a
primeira andlise sistematica da formacao de imagens sob a aproximagao paraxial.

Até sua ultima doenca ele encontrou completa satisfacdo na ciéncia como
simples recreacdo. Tinha também grande interesse na literatura europeia que lia
nos originais, pois dominava muitas linguas. O estudo de linguas estrangeiras e
novas ciéncias (inclusive botanica e mineralogia) era seu passatempo. Com a idade
de sessenta e dois anos ele comecou um intensivo estudo derusso, sem a
orientacdo de ninguém. Em dois anos ele estava mantendo correspondéncia com
amigos cientistas de Sdo Petersburgo inteiramente em russo. Na opinido dos
russos que o visitavam em Gottingen, ele também falava perfeitamente. Ele
também tentou o sanscrito mas nao gostou.

Atrafa-o especialmente a literatura inglesa, embora seu aspecto mais sobrio
nas tragédias de William Shakespeare fosse demais para a aguda sensitividade do
grande matematico para todas as formas de sofrimento. Ele buscava livros mais
felizes. Os livros de Sir Walter Scott (seu contemporaneo) eram devorados tao logo
publicados. Uma grande gargalhada do astronomo matematico saudou o
escorregdo de Sir Walter quando escreveu "a lua cheia levanta-se a noroeste" ‘e ele
levou dias corrigindo todas as copias que encontrava.

Seu terceiro hobby, politica mundial, tomava-lhe uma ou duas horas por dia.
Visitando o museu literario regularmente, ele se mantinha informado de todos os

eventos lendo os jornais que o museu assinava.
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A maior fonte da for¢ca de Gauss era sua serenidade cientifica, livre de
ambicdo pessoal. Todo o seu interesse estava voltado para o avango da
matematica. Rivais duvidavam de sua declaracdo de que os tinha antecipado na
descoberta que faziam. Nao dizia isso com jactancia, mas como um fato e ndo se
preocupava em comprovar a prioridade através da apresentacdo de seu diario.
Apenas declarava, apoiando-se em seus proprios méritos.

Seus ultimos anos foram cheios de honrarias, mas ndo da felicidade que ele
teria merecido. Pela primeira vez em mais de vinte anos ele deixou Gottingen, no
dia 16 de Junho de 1854, para ver a estrada de ferro que estava sendo construida
entre sua cidade e Kassel. Gauss sempre tivera agudo interesse pela construcao e
operacao de estradas de ferro; agora ele veria uma sendo construida.

No caminho, os cavalos dispararam; ele foi atirado para fora da carruagem.
Nao ficou ferido mas muito chocado. Recuperando-se, ainda teve o prazer de
assistir a abertura das cerimonias quando a estrada de ferro chegou a Gottingen
em 31 de Julho de 1854.

No comeco do ano seguinte surgiram os sintomas de gota. Inteiramente
consciente, praticamente até ao fim, morreu pacificamente na manha de 23 de

Fevereiro de 1855. Foi sepultado no Albani-Friedhof, Géttingen, Alemanha.
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O Consolo de um Matematico

Sérgio Brazil Junior

Universidade Federal do Acre

Fiz mestrado em Matemadtica na Universidade de Brasilia, no periodo de agosto
de 1995 a dezembro de 1997, ocasido em que conheci e fiz uma boa amizade com dois
paraibanos sensacionais, tanto do ponto de vista pessoal como profissional. Eram duas
pessoas muito dedicadas a matematica, uns génios por assim dizer. Por motivos éticos e
para preserva-los os chamarei de José e Jodo. Ambos eram muito engragados e
divertidos, José bem mais extrovertido que Joao.

Determinada ocasido, Jodao se apaixonou platonicamente por uma jovem
chamada Maria a qual tinha lhe procurado para sanar algumas ddvidas em matematica.
A moca era muito bonita e Jodo adorava ensind-la. O tempo foi passando e Jodo ficando
cada vez mais apaixonado.

Quando Jodo estava tomando coragem para se declarar para Maria, veio a infeliz
surpresa, ele viu Maria aos beijos e abracos com seu namorado. Meu Deus! Aquilo foi o
fim do mundo para Jodo. Foi um choque inesperado, um desastre amoroso em sua vida.

Jodo, como era de se esperar, ficou muito triste e decepcionado. O amigo José ao
percebé-lo triste perguntou-lhe:

__ O que estéd acontecendo meu amigo? Estou lhe achando tdo para baixo!

Ao que ele responde:

__José meu amigo, sdo coisas do coracdo. Acreditas que vi Maria aos beijos
com um rapaz. Nao tenho animo nem para estudar.

Com isso José fica preocupado e para tentar consolar o amigo rebate:

__ Meu caro Jodo, ndo ligue para isso. Maria ndo sabe o que quer, vai ver esse
rapaz “nem sabe resolver uma integral .

(1) Integral € um conceito sofisticado em matematica.
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PROFMAT

MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA-PROFMAT

0 PROFMAT é um programa de pos-graduacdo gratuito, reconhecido pelo
MEC/CAPES e que conduz ao grau de Mestre. As vagas sdo para professores de escola
publica e pessoas da comunidade em geral. Este ano a rede do PROFMAT foi ampliada,
oferecendo cerca de 1.500 vagas distribuidas por mais de 65 pélos em todos os Estados e
no Distrito Federal do Brasil.

Informacdes a respeito desse mestrado podem ser obtidas no seguinte endereco

eletronico: www.profmat-sbm.org.br/.

impa Programa de Aperfeicoamento para Professores
m de Matematica do Ensino Médio - PAPMEM

Este programa visa oferecer treinamento gratuito para professores de Matematica
do Ensino Médio de todo o pais. E realizado, sob diversas formas, desde 1990, abordando
assuntos relativos as trés séries do Ensino Médio. Atualmente, este programa tem
recebido apoio para sua realizagdo da CAPES - Coordenacio de Aperfeicoamento de

Pessoal de Nivel Superior.

A Universidade Federal do Acre aderiu a este programa em 2012, tendo sido
realizada duas edi¢des. Em 2013, haverd mais um encontro entre os dias 21 e 25 de

janeiro, na UFAC.
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