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OBJETIVO E POLÍTICA EDITORIAL

A revista Elementos tem como principal intenção a divulgação dos estudos, pesquisas 
e relatos de experiências desenvolvidos sobre tópicos da Matemática ligados às Estruturas 
Algébricas, dentro e fora da Universidade Federal do Acre. Como forma de resgatar 
pensamentos e práticas de ensino uma seção de cada edição da revista é composta de uma 
entrevista com educadores experientes.

A publicação dos textos ou artigos, de autoria individual ou coletiva, é feita dentro 
de um padrão técnico de qualidade editorial, como forma de promover a produção 
intelectual – acadêmica e científica.

Revista 



Apresentação

A idéia de criação da revista Elementos nasceu da necessidade da divulgação dos 
trabalhos realizados pelos membros do Grupo de Ensino e Pesquisa em Classes, Operações 
e Propriedades de Estruturas Algébricas (GEPCOPEA), grupo de pesquisa cadastrado do 
CNPq, desde o ano de 2009.

De início, apostando também na nacionalização e, posteriormente, na 
internacionalização de suas matérias, evitamos especializá-la em uma única temática como 
percebemos nas muitas revistas que primam pela qualidade editorial e pelo nível daquilo 
que publicam. Isso pode significar para esta revista algumas reformulações, inclusive na sua 
política editorial, durante os primeiros anos de sua existência.

A permissão para publicações de experiências no uso de objetos matemáticos abstratos 
ou não, ligadas à política de ensinamentos, tem a intenção de encorajar mais pessoas a se 
lançarem na maravilhosa arte de escrever Matemática, inclusive sob forma de uma narrativa 
que socialize metodologias e conhecimentos.

Submissões de textos fora de um padrão científico serão evitadas. Assumimos assim 
o risco de que um Matemático anônimo e inexperiente, mas com uma brilhante idéia, deixe 
de usar o espaço de nossa revista para divulgá-la. Atenuamos esse problema insistindo 
na divulgação das edições lançadas e na disponibilização de chamadas regulares para 
publicação.

O fato de o conselho editorial ser composto por pesquisadores de diversas Instituições 
de ensino, especialmente os Consultores ad hoc, permite que tanto a comunidade acadêmica 
quanto os membros do comitê editorial local possam se submeter aos critérios de uma 
chamada para publicação, sem que seja ferida a imparcialidade e a transparência no aceite 
de uma matéria a ser publicada.

O comitê editorial é soberano na escolha de suas entrevistas e informativos, publicando 
o que julgar pertinente à cada edição. Em contrapartida, deverá fazer suas escolhas 
respeitando a proposta de criação desta revista, primando pela regularidade anual de suas 
edições e pela valorização de seus leitores.

Por se tratar de uma revista eletrônica, muitos autores, sob a luz de pareceres 
favoráveis, podem contribuir regularmente com suas edições, submetendo para análise 
seus relatos de experiências e artigos científicos.
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“ ” e eu não sabia escrever “nasceu”. 
me chamou de “burro”
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“essa Matemática moderna”. 

também que eu tinha a “cara” de um menino. A 

“ ”
“ ”,
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onselho de classe diziam: “mas ”.
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Sobre o determinante de uma matriz de ordem 4
Sérgio Brazil Júnior
Professor Associado da Universidade Federal do Acre

Cristiano de Souza Silva 
Bolsista PET/UFAC
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método de resolução de sistemas através de determinantes, conhecido por “Regra 
de Cramer”

𝑛𝑛 × 𝑛𝑛
𝑛𝑛! 𝑛𝑛

2 × 2

3 × 3

temos seis diagonais: trabalhando de “cima para 
baixo” temos três “diagonais” da esquerda para a direita

s produtos da “esquerda para 
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direita” são positivos e os da “direita para esquerda” são negativos. Assim, o 

2 ×
2 3 × 3

4 × 4
     3 × 3

4 ×
4

𝑛𝑛 × 𝑛𝑛
0 < 𝑛𝑛 ∈ ℤ

{1, 2, 3, … , 𝑛𝑛}

{1, 2} (1, 2) (2, 1)
{1, 2,3} (1, 2, 3) (1, 3, 2) (2,1, 3) (2, 3, 1)

(3, 1, 2) (3, 2, 1)
{1, 2,3, 4} (1, 2, 3, 4) (1, 2, 4, 3) (1, 3, 2, 4)

(1, 3, 4, 2) (1, 4, 2, 3) (1, 4, 3, 2) (2, 1, 3, 4) (2, 1, 4, 3) (2, 3, 1, 4) (2, 3, 4, 1)
(2, 4, 1, 3) (2, 4, 3, 1) (3, 1, 2, 4) (3, 1, 4, 2) (3, 2, 1, 4) (3, 2, 4, 1) (3, 4, 1, 2)
(3, 4, 2, 1)  (4, 1, 2, 3) (4, 1, 3, 2) (4, 2, 1, 3) (4, 2, 3, 1) (4, 3, 1, 2) (4, 3, 2, 1)

𝑛𝑛! 𝑛𝑛
{1, 2, 3, … , 𝑛𝑛}
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(𝑗𝑗1, 𝑗𝑗2, 𝑗𝑗3, … , 𝑗𝑗𝑛𝑛) 
 {1, 2, 3, … , 𝑛𝑛} 𝑗𝑗1 𝑗𝑗2

𝑗𝑗1

𝑗𝑗1

𝑗𝑗2 𝑗𝑗2

𝑗𝑗3, … , 𝑗𝑗𝑛𝑛−1

(4, 2, 1, 3) 3 + 1 + 0 =
4.

(1, 2, 3, 4), (1, 3, 4, 2), (1, 4, 2, 3), (2, 1, 4, 3), (2, 3, 1, 4),
(2, 4, 3, 1) (3, 1, 2, 4) (3, 2, 4, 1) (3, 4, 1, 2) (4, 1, 3, 2) (4, 2, 1, 3) (4, 3, 2, 1)

(1, 2, 4, 3) (1, 3, 2, 4) (1, 4, 3, 2) (2, 1, 3, 4) (2, 3, 4, 1)
(2, 4, 1, 3) (3, 1, 4, 2) (3, 2, 1, 4) (3, 4, 2, 1)  (4, 1, 2, 3) (4, 2, 3, 1) (4, 3, 1, 2)

𝐴𝐴 𝑛𝑛 × 𝑛𝑛
𝑛𝑛 𝐴𝐴

𝐴𝐴 𝑛𝑛 × 𝑛𝑛 𝑛𝑛! 𝑛𝑛
𝑎𝑎1𝑗𝑗1, 𝑎𝑎2𝑗𝑗2, … , 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑗𝑗𝑛𝑛 (𝑗𝑗1, 𝑗𝑗2, … , 𝑗𝑗𝑛𝑛) 

{1, 2, … , 𝑛𝑛}
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𝐴𝐴 =  [
𝑎𝑎11 𝑎𝑎12
𝑎𝑎21 𝑎𝑎22

𝑎𝑎13 𝑎𝑎14
𝑎𝑎23 𝑎𝑎24

𝑎𝑎31 𝑎𝑎32
𝑎𝑎41 𝑎𝑎42

𝑎𝑎33 𝑎𝑎34
𝑎𝑎43 𝑎𝑎44

]
4x4

𝑎𝑎11𝑎𝑎22𝑎𝑎33𝑎𝑎44; 𝑎𝑎11𝑎𝑎23𝑎𝑎34𝑎𝑎42; 𝑎𝑎11𝑎𝑎24𝑎𝑎32𝑎𝑎43; 𝑎𝑎12𝑎𝑎21𝑎𝑎34𝑎𝑎43; 𝑎𝑎12𝑎𝑎23𝑎𝑎31𝑎𝑎44; 𝑎𝑎12𝑎𝑎24𝑎𝑎33𝑎𝑎41
𝑎𝑎13𝑎𝑎21𝑎𝑎32𝑎𝑎44; 𝑎𝑎13𝑎𝑎22𝑎𝑎34𝑎𝑎41; 𝑎𝑎13𝑎𝑎24𝑎𝑎31𝑎𝑎42; 𝑎𝑎14𝑎𝑎21𝑎𝑎33𝑎𝑎42; 𝑎𝑎14𝑎𝑎22𝑎𝑎31𝑎𝑎43; 𝑎𝑎14𝑎𝑎23𝑎𝑎32𝑎𝑎41;
𝑎𝑎11𝑎𝑎22𝑎𝑎34𝑎𝑎43; 𝑎𝑎11𝑎𝑎23𝑎𝑎32𝑎𝑎44; 𝑎𝑎11𝑎𝑎24𝑎𝑎33𝑎𝑎42 𝑎𝑎12𝑎𝑎21𝑎𝑎33𝑎𝑎44 𝑎𝑎12𝑎𝑎23𝑎𝑎34𝑎𝑎41 𝑎𝑎12𝑎𝑎24𝑎𝑎31𝑎𝑎43
𝑎𝑎13𝑎𝑎21𝑎𝑎34𝑎𝑎42 𝑎𝑎13𝑎𝑎22𝑎𝑎31𝑎𝑎44 𝑎𝑎13𝑎𝑎24𝑎𝑎32𝑎𝑎41 𝑎𝑎14𝑎𝑎21𝑎𝑎32𝑎𝑎43 𝑎𝑎14𝑎𝑎22𝑎𝑎33𝑎𝑎41 𝑎𝑎14𝑎𝑎23𝑎𝑎31𝑎𝑎42

𝐴𝐴 𝑛𝑛 × 𝑛𝑛,
𝑎𝑎1𝑗𝑗1, 𝑎𝑎2𝑗𝑗2, … , 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑗𝑗𝑛𝑛 +1 −1

𝐴𝐴 " + " (𝑗𝑗1, 𝑗𝑗2, … , 𝑗𝑗𝑛𝑛)
" − " (𝑗𝑗1, 𝑗𝑗2, … , 𝑗𝑗𝑛𝑛)

𝑎𝑎11𝑎𝑎22𝑎𝑎33𝑎𝑎44 (1, 2, 3, 4) +𝑎𝑎11𝑎𝑎22𝑎𝑎33𝑎𝑎44

𝑎𝑎11𝑎𝑎23𝑎𝑎34𝑎𝑎42 (1, 3, 4, 2) +𝑎𝑎11𝑎𝑎23𝑎𝑎34𝑎𝑎42

𝑎𝑎11𝑎𝑎24𝑎𝑎32𝑎𝑎43 (1, 4, 2, 3) +𝑎𝑎11𝑎𝑎24𝑎𝑎32𝑎𝑎43

𝑎𝑎12𝑎𝑎21𝑎𝑎34𝑎𝑎43 (2, 1, 4, 3) +𝑎𝑎12𝑎𝑎21𝑎𝑎34𝑎𝑎43

𝑎𝑎12𝑎𝑎23𝑎𝑎31𝑎𝑎44 (2, 3, 1, 4) +𝑎𝑎12𝑎𝑎23𝑎𝑎31𝑎𝑎44

𝑎𝑎12𝑎𝑎24𝑎𝑎33𝑎𝑎41 (2, 4, 3, 1) +𝑎𝑎12𝑎𝑎24𝑎𝑎33𝑎𝑎41

𝑎𝑎13𝑎𝑎21𝑎𝑎32𝑎𝑎44 (3, 1, 2, 4) +𝑎𝑎13𝑎𝑎21𝑎𝑎32𝑎𝑎44

𝑎𝑎13𝑎𝑎22𝑎𝑎34𝑎𝑎41 (3, 2, 4, 1) +𝑎𝑎13𝑎𝑎22𝑎𝑎34𝑎𝑎41

𝑎𝑎13𝑎𝑎24𝑎𝑎31𝑎𝑎42 (3, 4, 1, 2) +𝑎𝑎13𝑎𝑎24𝑎𝑎31𝑎𝑎42

𝑎𝑎14𝑎𝑎21𝑎𝑎33𝑎𝑎42 (4, 1, 3, 2) +𝑎𝑎14𝑎𝑎21𝑎𝑎33𝑎𝑎42

𝑎𝑎14𝑎𝑎22𝑎𝑎31𝑎𝑎43 (4, 2, 1, 3) +𝑎𝑎14𝑎𝑎22𝑎𝑎31𝑎𝑎43

𝑎𝑎14𝑎𝑎23𝑎𝑎32𝑎𝑎41 (4, 3, 2, 1) +𝑎𝑎14𝑎𝑎23𝑎𝑎32𝑎𝑎41

𝑎𝑎11𝑎𝑎22𝑎𝑎34𝑎𝑎43 (1, 2, 4, 3) −𝑎𝑎11𝑎𝑎22𝑎𝑎34𝑎𝑎43

𝑎𝑎11𝑎𝑎23𝑎𝑎32𝑎𝑎44 (1, 3, 2, 4) −𝑎𝑎11𝑎𝑎23𝑎𝑎32𝑎𝑎44

𝑎𝑎11𝑎𝑎24𝑎𝑎33𝑎𝑎42 (1, 4, 3, 2) −𝑎𝑎11𝑎𝑎24𝑎𝑎33𝑎𝑎42

𝑎𝑎12𝑎𝑎21𝑎𝑎33𝑎𝑎44 (2, 1, 3, 4) −𝑎𝑎12𝑎𝑎21𝑎𝑎33𝑎𝑎44

𝑎𝑎12𝑎𝑎23𝑎𝑎34𝑎𝑎41 (2, 3, 4, 1) −𝑎𝑎12𝑎𝑎23𝑎𝑎34𝑎𝑎41

𝑎𝑎12𝑎𝑎24𝑎𝑎31𝑎𝑎43 (2, 4, 1, 3) −𝑎𝑎12𝑎𝑎24𝑎𝑎31𝑎𝑎43

𝑎𝑎13𝑎𝑎21𝑎𝑎34𝑎𝑎42 (3, 1, 4, 2) −𝑎𝑎13𝑎𝑎21𝑎𝑎34𝑎𝑎42

𝑎𝑎13𝑎𝑎22𝑎𝑎31𝑎𝑎44 (3, 2, 1, 4) −𝑎𝑎13𝑎𝑎22𝑎𝑎31𝑎𝑎44

𝑎𝑎13𝑎𝑎24𝑎𝑎32𝑎𝑎41 (3, 4, 2, 1) −𝑎𝑎13𝑎𝑎24𝑎𝑎32𝑎𝑎41

𝑎𝑎14𝑎𝑎21𝑎𝑎32𝑎𝑎43 (4, 1, 2, 3) −𝑎𝑎14𝑎𝑎21𝑎𝑎32𝑎𝑎43

𝑎𝑎14𝑎𝑎22𝑎𝑎33𝑎𝑎41 (4, 2, 3, 1) −𝑎𝑎14𝑎𝑎22𝑎𝑎33𝑎𝑎41

𝑎𝑎14𝑎𝑎23𝑎𝑎31𝑎𝑎42 (4, 3, 1, 2) −𝑎𝑎14𝑎𝑎23𝑎𝑎31𝑎𝑎42

Revista Elementos • 4ª edição • ano 2014



26

 
 

𝐴𝐴 𝑛𝑛 × 𝑛𝑛, 
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑(𝐴𝐴),

𝐴𝐴

2 × 2 𝐴𝐴 = [𝑎𝑎11 𝑎𝑎12
𝑎𝑎21 𝑎𝑎22

]
2x2

det(𝐴𝐴) = 𝑎𝑎11𝑎𝑎22−𝑎𝑎12𝑎𝑎21

𝑎𝑎11𝑎𝑎22 (1, 2) +𝑎𝑎11𝑎𝑎22

𝑎𝑎12𝑎𝑎21 (2, 1) −𝑎𝑎12𝑎𝑎21

3 × 3 𝐴𝐴 = [
𝑎𝑎11 𝑎𝑎12 𝑎𝑎13
𝑎𝑎21 𝑎𝑎22 𝑎𝑎23
𝑎𝑎31 𝑎𝑎32 𝑎𝑎33

]
3x3

det(𝐴𝐴) = 𝑎𝑎11𝑎𝑎22𝑎𝑎33+𝑎𝑎12𝑎𝑎23𝑎𝑎31+𝑎𝑎13𝑎𝑎21𝑎𝑎32−𝑎𝑎11𝑎𝑎23𝑎𝑎32−𝑎𝑎12𝑎𝑎21𝑎𝑎33−𝑎𝑎13𝑎𝑎22𝑎𝑎31

𝑎𝑎11𝑎𝑎22𝑎𝑎33 (1, 2, 3) +𝑎𝑎11𝑎𝑎22𝑎𝑎33

𝑎𝑎12𝑎𝑎23𝑎𝑎31 (2, 3, 1) +𝑎𝑎12𝑎𝑎23𝑎𝑎31

𝑎𝑎13𝑎𝑎21𝑎𝑎32 (3, 1, 2) +𝑎𝑎13𝑎𝑎21𝑎𝑎32

𝑎𝑎11𝑎𝑎23𝑎𝑎32 (1, 3, 2) −𝑎𝑎11𝑎𝑎23𝑎𝑎32

𝑎𝑎12𝑎𝑎21𝑎𝑎33 (2, 1, 3) −𝑎𝑎12𝑎𝑎21𝑎𝑎33

𝑎𝑎13𝑎𝑎22𝑎𝑎31 (3, 2, 1) −𝑎𝑎13𝑎𝑎22𝑎𝑎31

“Realizamos o produto das entradas da flecha direcionada para direita e 
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subtraímos do produto das entradas da flecha direcionada para esquerda”, 

[𝑎𝑎11 𝑎𝑎12
𝑎𝑎21 𝑎𝑎22

]
2×2

“Acrescentamos à direita da matriz a p

”

[
𝑎𝑎11 𝑎𝑎12 𝑎𝑎13
𝑎𝑎21 𝑎𝑎22 𝑎𝑎23
𝑎𝑎31 𝑎𝑎32 𝑎𝑎33

]  
𝑎𝑎11 𝑎𝑎12
𝑎𝑎21 𝑎𝑎22
𝑎𝑎31 𝑎𝑎32

4 × 4 𝐴𝐴 =  [
𝑎𝑎11 𝑎𝑎12
𝑎𝑎21 𝑎𝑎22

𝑎𝑎13 𝑎𝑎14
𝑎𝑎23 𝑎𝑎24

𝑎𝑎31 𝑎𝑎32
𝑎𝑎41 𝑎𝑎42

𝑎𝑎33 𝑎𝑎34
𝑎𝑎43 𝑎𝑎44

]
4x4

det(𝐴𝐴) = 𝑎𝑎11𝑎𝑎22𝑎𝑎33𝑎𝑎44 +  𝑎𝑎11𝑎𝑎23𝑎𝑎34𝑎𝑎42  +  𝑎𝑎11𝑎𝑎24𝑎𝑎32𝑎𝑎43 + 𝑎𝑎12𝑎𝑎21𝑎𝑎34𝑎𝑎43

+  𝑎𝑎12𝑎𝑎23𝑎𝑎31𝑎𝑎44  + 𝑎𝑎12𝑎𝑎24𝑎𝑎33𝑎𝑎41   +  𝑎𝑎13𝑎𝑎21𝑎𝑎32𝑎𝑎44  +    𝑎𝑎13𝑎𝑎22𝑎𝑎34𝑎𝑎41    +   𝑎𝑎13𝑎𝑎24𝑎𝑎31𝑎𝑎42 +

𝑎𝑎14𝑎𝑎21𝑎𝑎33𝑎𝑎42  +   𝑎𝑎14𝑎𝑎22𝑎𝑎31𝑎𝑎43   +  𝑎𝑎14𝑎𝑎23𝑎𝑎32𝑎𝑎41   −   𝑎𝑎11𝑎𝑎22𝑎𝑎34𝑎𝑎43    −    𝑎𝑎11𝑎𝑎23𝑎𝑎32𝑎𝑎44  −

𝑎𝑎11𝑎𝑎24𝑎𝑎33𝑎𝑎42  −   𝑎𝑎12𝑎𝑎21𝑎𝑎33𝑎𝑎44   −   𝑎𝑎12𝑎𝑎23𝑎𝑎34𝑎𝑎41  −  𝑎𝑎12𝑎𝑎24𝑎𝑎31𝑎𝑎43   −   𝑎𝑎13𝑎𝑎21𝑎𝑎34𝑎𝑎42   −

𝑎𝑎13𝑎𝑎22𝑎𝑎31𝑎𝑎44  −  𝑎𝑎13𝑎𝑎24𝑎𝑎32𝑎𝑎41  − 𝑎𝑎14𝑎𝑎21𝑎𝑎32𝑎𝑎43  −  𝑎𝑎14𝑎𝑎22𝑎𝑎33𝑎𝑎41  −  𝑎𝑎14𝑎𝑎23𝑎𝑎31𝑎𝑎42

4 × 4

𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑀𝑀𝑖𝑖𝑖𝑖

𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖 = (−1)𝑖𝑖+𝑖𝑖𝑀𝑀𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖
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𝐴𝐴 =  [
𝑎𝑎11 𝑎𝑎12
𝑎𝑎21 𝑎𝑎22

𝑎𝑎13 𝑎𝑎14
𝑎𝑎23 𝑎𝑎24

𝑎𝑎31 𝑎𝑎32
𝑎𝑎41 𝑎𝑎42

𝑎𝑎33 𝑎𝑎34
𝑎𝑎43 𝑎𝑎44

]
4x4

𝑎𝑎32

𝑀𝑀32 = 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 ([
𝑎𝑎11 𝑎𝑎12
𝑎𝑎21 𝑎𝑎22

𝑎𝑎13 𝑎𝑎14
𝑎𝑎23 𝑎𝑎24

𝑎𝑎31 𝑎𝑎32
𝑎𝑎41 𝑎𝑎42

𝑎𝑎33 𝑎𝑎34
𝑎𝑎43 𝑎𝑎44

]
4x4

) = 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 ([
𝑎𝑎11 𝑎𝑎13 𝑎𝑎14
𝑎𝑎21 𝑎𝑎23 𝑎𝑎24
𝑎𝑎41 𝑎𝑎43 𝑎𝑎44

]
3x3

)

3 × 3

𝑎𝑎32 𝐶𝐶32 = (−1)3+2𝑀𝑀32

𝐴𝐴
𝑛𝑛 × 𝑛𝑛 

1 ≤ 𝑖𝑖 ≤ 𝑛𝑛 1 ≤ 𝑗𝑗 ≤ 𝑛𝑛

det(𝐴𝐴) = 𝑎𝑎1𝑗𝑗𝐶𝐶1𝑗𝑗 + 𝑎𝑎2𝑗𝑗𝐶𝐶2𝑗𝑗 + ⋯ + 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑗𝑗𝐶𝐶𝑛𝑛𝑗𝑗

det(𝐴𝐴) = 𝑎𝑎𝑖𝑖1𝐶𝐶𝑖𝑖1 + 𝑎𝑎𝑖𝑖2𝐶𝐶𝑖𝑖2 + ⋯ + 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑛𝑛𝐶𝐶𝑖𝑖𝑛𝑛

𝐴𝐴 4 × 4 det(𝐴𝐴)
𝐴𝐴 det(𝐴𝐴) =

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 ([
𝑎𝑎11 𝑎𝑎12
𝑎𝑎21 𝑎𝑎22

𝑎𝑎13 𝑎𝑎14
𝑎𝑎23 𝑎𝑎24

𝑎𝑎31 𝑎𝑎32
𝑎𝑎41 𝑎𝑎42

𝑎𝑎33 𝑎𝑎34
𝑎𝑎43 𝑎𝑎44

]
4x4

) = 𝑎𝑎11(−1)1+1𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 ([
𝑎𝑎22 𝑎𝑎23 𝑎𝑎24
𝑎𝑎32 𝑎𝑎33 𝑎𝑎34
𝑎𝑎42 𝑎𝑎43 𝑎𝑎44

]
3x3

)

+  𝑎𝑎21(−1)2+1𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 ([
𝑎𝑎12 𝑎𝑎13 𝑎𝑎14
𝑎𝑎32 𝑎𝑎33 𝑎𝑎34
𝑎𝑎42 𝑎𝑎43 𝑎𝑎44

]
3x3

)  +   𝑎𝑎31(−1)3+1𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 ([
𝑎𝑎12 𝑎𝑎13 𝑎𝑎14
𝑎𝑎22 𝑎𝑎23 𝑎𝑎24
𝑎𝑎42 𝑎𝑎43 𝑎𝑎44

]
3x3

)

+ 𝑎𝑎41(−1)4+1𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 ([
𝑎𝑎12 𝑎𝑎13 𝑎𝑎14
𝑎𝑎22 𝑎𝑎23 𝑎𝑎24
𝑎𝑎32 𝑎𝑎33 𝑎𝑎34

]
3x3

)
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4 × 4

4 × 4
3

4

[
𝑎𝑎11 𝑎𝑎12 𝑎𝑎13 𝑎𝑎14
𝑎𝑎21 𝑎𝑎22 𝑎𝑎23 𝑎𝑎24
𝑎𝑎31 𝑎𝑎32 𝑎𝑎33 𝑎𝑎34
𝑎𝑎41 𝑎𝑎42 𝑎𝑎43 𝑎𝑎44

]  

𝑎𝑎11 𝑎𝑎12 𝑎𝑎13 𝑎𝑎11 𝑎𝑎14 𝑎𝑎12 𝑎𝑎13 𝑎𝑎11 𝑎𝑎12 𝑎𝑎14 𝑎𝑎13 𝑎𝑎11 𝑎𝑎12

𝑎𝑎21 𝑎𝑎22 𝑎𝑎23 𝑎𝑎21 𝑎𝑎24 𝑎𝑎22 𝑎𝑎23 𝑎𝑎21 𝑎𝑎22 𝑎𝑎24 𝑎𝑎23 𝑎𝑎21 𝑎𝑎22

𝑎𝑎31 𝑎𝑎32 𝑎𝑎33 𝑎𝑎31 𝑎𝑎34 𝑎𝑎32 𝑎𝑎33 𝑎𝑎31 𝑎𝑎32 𝑎𝑎34 𝑎𝑎33 𝑎𝑎31 𝑎𝑎32

𝑎𝑎41 𝑎𝑎42 𝑎𝑎43 𝑎𝑎41 𝑎𝑎44 𝑎𝑎42 𝑎𝑎43 𝑎𝑎41 𝑎𝑎42 𝑎𝑎44 𝑎𝑎43 𝑎𝑎41 𝑎𝑎42

𝑗𝑗

olhando as “ ” direcionadas 
“ ” direcionadas para esquerda, Figura C

“ ” tem algumas falhas (figuras B e C). 

Revista Elementos • 4ª edição • ano 2014



30

 
 

𝑎𝑎11 𝑎𝑎12 𝑎𝑎13 𝑎𝑎14 𝑎𝑎11 𝑎𝑎12 𝑎𝑎13 𝑎𝑎11 𝑎𝑎14 𝑎𝑎12 𝑎𝑎13 𝑎𝑎11 𝑎𝑎12 𝑎𝑎14 𝑎𝑎13 𝑎𝑎11 𝑎𝑎12
𝑎𝑎21 𝑎𝑎22 𝑎𝑎23 𝑎𝑎24 𝑎𝑎21 𝑎𝑎22 𝑎𝑎23 𝑎𝑎21 𝑎𝑎24 𝑎𝑎22 𝑎𝑎23 𝑎𝑎21 𝑎𝑎22 𝑎𝑎24 𝑎𝑎23 𝑎𝑎21 𝑎𝑎22
𝑎𝑎31 𝑎𝑎32 𝑎𝑎33 𝑎𝑎34 𝑎𝑎31 𝑎𝑎32 𝑎𝑎33 𝑎𝑎31 𝑎𝑎34 𝑎𝑎32 𝑎𝑎33 𝑎𝑎31 𝑎𝑎32 𝑎𝑎34 𝑎𝑎33 𝑎𝑎31 𝑎𝑎32
𝑎𝑎41 𝑎𝑎42 𝑎𝑎43 𝑎𝑎44 𝑎𝑎41 𝑎𝑎42 𝑎𝑎43 𝑎𝑎41 𝑎𝑎44 𝑎𝑎42 𝑎𝑎43 𝑎𝑎41 𝑎𝑎42 𝑎𝑎44 𝑎𝑎43 𝑎𝑎41 𝑎𝑎42

𝑎𝑎11 𝑎𝑎12 𝑎𝑎13 𝑎𝑎14 𝑎𝑎11 𝑎𝑎12 𝑎𝑎13 𝑎𝑎11 𝑎𝑎14 𝑎𝑎12 𝑎𝑎13 𝑎𝑎11 𝑎𝑎12 𝑎𝑎14 𝑎𝑎13 𝑎𝑎11 𝑎𝑎12
𝑎𝑎21 𝑎𝑎22 𝑎𝑎23 𝑎𝑎24 𝑎𝑎21 𝑎𝑎22 𝑎𝑎23 𝑎𝑎21 𝑎𝑎24 𝑎𝑎22 𝑎𝑎23 𝑎𝑎21 𝑎𝑎22 𝑎𝑎24 𝑎𝑎23 𝑎𝑎21 𝑎𝑎22
𝑎𝑎31 𝑎𝑎32 𝑎𝑎33 𝑎𝑎34 𝑎𝑎31 𝑎𝑎32 𝑎𝑎33 𝑎𝑎31 𝑎𝑎34 𝑎𝑎32 𝑎𝑎33 𝑎𝑎31 𝑎𝑎32 𝑎𝑎34 𝑎𝑎33 𝑎𝑎31 𝑎𝑎32
𝑎𝑎41 𝑎𝑎42 𝑎𝑎43 𝑎𝑎44 𝑎𝑎41 𝑎𝑎42 𝑎𝑎43 𝑎𝑎41 𝑎𝑎44 𝑎𝑎42 𝑎𝑎43 𝑎𝑎41 𝑎𝑎42 𝑎𝑎44 𝑎𝑎43 𝑎𝑎41 𝑎𝑎42

4 × 4

4 × 4

4 ×
4

5 × 5
120 (= 5!)

 +     −       +     −                    +      −       +       −                  +       −      +       − 

 
        (Figura C) 

 

(Figura B) 

 

      +       −      +      −                 +       −       +       −                 +       −       +      − 
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𝑊𝑊1

𝑊𝑊2 𝑉𝑉(𝐾𝐾)
𝑊𝑊1 +𝑊𝑊2 𝑊𝑊1 ∩𝑊𝑊2

𝛷𝛷
[𝑆𝑆]

𝑆𝑆 𝑉𝑉(𝐾𝐾) [𝛷𝛷] = {0}

𝑊𝑊1 𝑊𝑊2 𝑉𝑉(𝐾𝐾)
𝑊𝑊1 𝑊𝑊2 𝑊𝑊1 ∩𝑊𝑊2

𝛷𝛷 [𝑆𝑆]
𝑆𝑆 𝑉𝑉(𝐾𝐾) [𝛷𝛷] = {0}

Bases vazias
Dedicado aos alunos de Matemática e Engenharia Civil da Ufac

Lemuel de Freitas Ponce
Mestrando na Universidade Federal do Amazonas-Ufam

José Ivan da Silva Ramos 
Professor Associado do Centro de Ciências Exatas e Tecnológicas da Ufac

Revista 
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𝛷𝛷

ℝ2 ℝ3

dim (𝑈𝑈 + 𝑊𝑊) = dim 𝑈𝑈 + dim 𝑊𝑊 − dim (𝑈𝑈 ∩ 𝑊𝑊)
𝑉𝑉(𝐾𝐾)

{0}
dim {0} = 0 𝑈𝑈 ⊕ 𝑊𝑊
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𝛷𝛷

dim (𝑈𝑈 + 𝑊𝑊) = dim 𝑈𝑈 + dim 𝑊𝑊 − dim (𝑈𝑈 ∩ 𝑊𝑊)

dim (𝑈𝑈 + 𝑊𝑊) = 𝑉𝑉(𝐾𝐾) 𝑉𝑉(𝐾𝐾) 𝑈𝑈
𝑊𝑊 𝑈𝑈 ⊕ 𝑊𝑊 = 𝑉𝑉(𝐾𝐾)

dim (𝑈𝑈 × 𝑊𝑊) = dim 𝑈𝑈 + dim 𝑊𝑊 𝑊𝑊 × 𝐿𝐿 = {(𝑤𝑤, 𝑙𝑙)/ 𝑤𝑤 ∈ 𝑊𝑊 e 𝑙𝑙 ∈ 𝐿𝐿}

𝛷𝛷

𝑉𝑉 +
𝑉𝑉 ∀ 𝑢𝑢, 𝑣𝑣, 𝑤𝑤 ∈ 𝑉𝑉

A1 𝑢𝑢 + ( 𝑣𝑣 + 𝑤𝑤) = (𝑢𝑢 + 𝑣𝑣) +  𝑤𝑤
A2 𝑢𝑢 + 𝑣𝑣 = 𝑣𝑣 + 𝑢𝑢
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A3 ∃ 𝑜𝑜 ∈ 𝑉𝑉 𝑜𝑜 + 𝑢𝑢 = 𝑢𝑢 + 𝑜𝑜 = 𝑢𝑢
A4 ∃ − 𝑣𝑣 ∈ 𝑉𝑉 −𝑣𝑣 + 𝑣𝑣 = 𝑣𝑣 + (−𝑣𝑣) = 𝑜𝑜

𝐾𝐾 𝐾𝐾𝑉𝑉 =
{𝑘𝑘𝑣𝑣/𝑘𝑘 ∈ 𝐾𝐾 e 𝑣𝑣 ∈ 𝑉𝑉} ⊂ 𝑉𝑉 𝐾𝐾 por 𝑉𝑉
. . . 𝑘𝑘𝑣𝑣 ∈ 𝑉𝑉 ∀ 𝑘𝑘 ∈ 𝐾𝐾 ∀ 𝑣𝑣 ∈ 𝑉𝑉 ∀ 𝑘𝑘, 𝑠𝑠 ∈ 𝐾𝐾 ∀ 𝑢𝑢, 𝑣𝑣 ∈ 𝑉𝑉
M1 𝑘𝑘( 𝑢𝑢 + 𝑣𝑣) = 𝑘𝑘𝑢𝑢 + 𝑘𝑘𝑣𝑣
M2 (𝑘𝑘 + 𝑠𝑠)𝑣𝑣 = 𝑘𝑘𝑣𝑣 + 𝑠𝑠𝑣𝑣
M3 (𝑘𝑘𝑠𝑠)𝑣𝑣 = 𝑘𝑘(𝑠𝑠𝑣𝑣)
M4 ↿ 𝑣𝑣 = 𝑣𝑣 ↿ 𝐾𝐾

𝑉𝑉 𝐾𝐾
(𝑉𝑉(𝐾𝐾), +,⋅) 𝑉𝑉(𝐾𝐾) 𝑉𝑉

𝐾𝐾

− (ℝ2(ℝ), +,⋅) (ℂ(ℝ), +,⋅) (∁(ℝ), +,⋅)
− (𝑀𝑀𝑚𝑚x𝑛𝑛(𝐾𝐾)(𝐾𝐾), +,⋅) 𝑚𝑚x𝑛𝑛

𝐾𝐾 𝐾𝐾
(𝑀𝑀𝑚𝑚x𝑛𝑛(𝐾𝐾), +,⋅)

− (𝑃𝑃𝑛𝑛(𝑡𝑡), +,⋅) 1 ≤ 𝑛𝑛 ∈ ℕ
𝑡𝑡 ℝ

𝑃𝑃𝑛𝑛(𝑡𝑡) = {𝑎𝑎0 + 𝑎𝑎1𝑡𝑡 + ⋯ + 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑡𝑡𝑛𝑛/𝑎𝑎𝑖𝑖 ∈ ℝ; ∀ 𝑖𝑖 = 0,1, ⋯ , 𝑛𝑛}
∀ 𝑝𝑝(𝑡𝑡) = 𝑎𝑎0 +

𝑎𝑎1𝑡𝑡 + ⋯ + 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑡𝑡𝑛𝑛, 𝑞𝑞(𝑡𝑡) = 𝑏𝑏0 + 𝑏𝑏1𝑡𝑡 + ⋯ + 𝑏𝑏𝑛𝑛𝑡𝑡𝑛𝑛 ∈ 𝑃𝑃𝑛𝑛(𝑡𝑡) ∀ 𝜆𝜆 ∈ ℝ
+: 𝑝𝑝(𝑡𝑡) +  𝑞𝑞(𝑡𝑡) = (𝑎𝑎0 + 𝑏𝑏0) + (𝑎𝑎1 + 𝑏𝑏1)𝑡𝑡 + ⋯ + (𝑎𝑎𝑛𝑛 + 𝑏𝑏𝑛𝑛)𝑡𝑡𝑛𝑛

  . . . 𝜆𝜆𝑝𝑝(𝑡𝑡) = 𝜆𝜆(𝑎𝑎0 + 𝑎𝑎1𝑡𝑡 + ⋯ + 𝑎𝑎𝑛𝑛𝑡𝑡𝑛𝑛) = 𝜆𝜆𝑎𝑎0 + 𝜆𝜆𝑎𝑎1𝑡𝑡 + ⋯ + 𝜆𝜆𝑎𝑎𝑛𝑛𝑡𝑡𝑛𝑛

− (ℱℝ
ℝ(ℝ), +,⋅) ℱℝ

ℝ

ℱℝ
ℝ(ℝ)

Revista Elementos • 4ª edição • ano 2014



36

𝑜𝑜 ℝ ⟶ ℝ
𝑥𝑥 ↝  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 0 ℱℝ

ℝ

(−1)𝑓𝑓 = −𝑓𝑓 ℝ ⟶ ℝ
              𝑥𝑥 ↝ (−𝑓𝑓)(𝑥𝑥) = −𝑓𝑓(𝑥𝑥) 𝑓𝑓

𝐾𝐾
𝑉𝑉(𝐾𝐾)

𝑊𝑊 𝑉𝑉(𝐾𝐾) 𝑊𝑊
𝑉𝑉(𝐾𝐾)

𝑊𝑊 𝑉𝑉(𝐾𝐾)
𝑊𝑊 ∀ 𝑤𝑤1, 𝑤𝑤2 ∈ 𝑊𝑊 ∀ 𝜆𝜆 ∈ 𝐾𝐾 𝑤𝑤1 +

 𝑤𝑤2 𝜆𝜆𝑤𝑤1 ∈ 𝑊𝑊 𝑊𝑊 A1 A2

⋯ M4

𝑉𝑉(𝐾𝐾) 𝐾𝐾 𝑊𝑊
𝑉𝑉(𝐾𝐾)

𝑊𝑊 𝑉𝑉(𝐾𝐾)

0 ∈ 𝑊𝑊
𝑤𝑤1 + 𝑤𝑤2 ∈ 𝑊𝑊 ∀ 𝑤𝑤1, 𝑤𝑤2 ∈ 𝑊𝑊
𝜆𝜆𝑤𝑤 ∈ 𝑊𝑊 ∀ 𝜆𝜆 ∈ 𝐾𝐾 e ∀ 𝑤𝑤 ∈ 𝑊𝑊

𝑊𝑊 ≠ 𝛷𝛷
𝜆𝜆𝑤𝑤1 +  𝑤𝑤2 ∈ 𝑊𝑊 ∀ 𝜆𝜆 ∈ 𝐾𝐾 e ∀ 𝑤𝑤1, 𝑤𝑤2 ∈ 𝑊𝑊

⟹ ⟹ ⟹
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A1 A2 M1 ⋯ M4

𝑊𝑊

𝑊𝑊 ≠ 𝛷𝛷 𝜆𝜆𝑤𝑤1 ∈ 𝑊𝑊
𝜆𝜆𝑤𝑤1 +  𝑤𝑤2 ∈ 𝑊𝑊 ∀ 𝜆𝜆 ∈ 𝐾𝐾 e ∀ 𝑤𝑤1, 𝑤𝑤2 ∈ 𝑊𝑊

𝑊𝑊 ≤ 𝑉𝑉(𝐾𝐾) 𝑊𝑊 𝑉𝑉(𝐾𝐾)

− 𝐷𝐷𝑛𝑛(ℝ) 𝑛𝑛
𝑀𝑀𝑛𝑛(ℝ)

− 𝑊𝑊 = {𝑓𝑓 ∈ ℱℝ
ℝ(ℝ)/ 𝑓𝑓(0)  = 𝑓𝑓(3) } ≤ ℱℝ

ℝ(ℝ)

𝑉𝑉1(𝐾𝐾) 𝑉𝑉2(𝐾𝐾) 𝐾𝐾
𝑉𝑉1(𝐾𝐾) × 𝑉𝑉2(𝐾𝐾) = {(𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2)/𝑣𝑣1 ∈ 𝑉𝑉1(𝐾𝐾) e 𝑣𝑣2 ∈ 𝑉𝑉2(𝐾𝐾)}

∀ (𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2), (𝑢𝑢1, 𝑢𝑢2) ∈ 𝑉𝑉1(𝐾𝐾) × 𝑉𝑉2(𝐾𝐾) ∀ 𝜆𝜆 ∈ 𝐾𝐾
+: (𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2) + (𝑢𝑢1, 𝑢𝑢2) = (𝑣𝑣1 + 𝑢𝑢1, 𝑣𝑣2 + 𝑢𝑢2)
  . . . 𝜆𝜆(𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2) = (𝜆𝜆𝑣𝑣1, 𝜆𝜆𝑣𝑣2)

𝑂𝑂 = (0,0)
−(𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2) = (−𝑣𝑣1, −𝑣𝑣2) (𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2) 𝑉𝑉1(𝐾𝐾) ×
𝑉𝑉2(𝐾𝐾)

A1 A2

M1 ⋯ M4

𝐾𝐾 𝐾𝐾1 𝐾𝐾2

𝑉𝑉1(𝐾𝐾1) 𝑉𝑉2(𝐾𝐾2) 𝐾𝐾1 ⊂ 𝐾𝐾2ou 𝐾𝐾2 ⊂ 𝐾𝐾1

𝜆𝜆 𝐾𝐾1 𝜆𝜆 𝐾𝐾2

𝐾𝐾1 𝐾𝐾2
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𝐾𝐾1 ⊂ 𝐾𝐾2 ⊂ ⋯ ⊂ 𝐾𝐾𝑛𝑛

𝑉𝑉1(𝐾𝐾1), 𝑉𝑉2(𝐾𝐾2) ⋯ 𝑉𝑉𝑛𝑛(𝐾𝐾𝑛𝑛)
3 ≤ 𝑛𝑛 ∈ ℕ

𝑃𝑃 = 𝑉𝑉1(𝐾𝐾1) × 𝑉𝑉2(𝐾𝐾2) × ⋯ × 𝑉𝑉𝑛𝑛(𝐾𝐾𝑛𝑛) = {(𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, ⋯ , 𝑣𝑣𝑛𝑛)/𝑣𝑣𝑖𝑖 ∈ 𝑉𝑉𝑖𝑖(𝐾𝐾𝑖𝑖); 𝑖𝑖 = 1, 2, ⋯ , 𝑛𝑛}
∀ (𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, ⋯ , 𝑣𝑣𝑛𝑛), (𝑢𝑢1, 𝑢𝑢2, ⋯ , 𝑢𝑢𝑛𝑛) ∈ 𝑃𝑃 ∀ 𝜆𝜆 ∈ 𝐾𝐾1

+: (𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, ⋯ , 𝑣𝑣𝑛𝑛) + (𝑢𝑢1, 𝑢𝑢2, ⋯ , 𝑢𝑢𝑛𝑛) = (𝑣𝑣1 + 𝑢𝑢1, 𝑣𝑣2 + 𝑢𝑢2, ⋯ , 𝑣𝑣𝑛𝑛 + 𝑢𝑢𝑛𝑛)
  . . . 𝜆𝜆(𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, ⋯ , 𝑣𝑣𝑛𝑛) = (𝜆𝜆𝑣𝑣1, 𝜆𝜆𝑣𝑣2, ⋯ , 𝜆𝜆𝑣𝑣𝑛𝑛)

𝑃𝑃

([1 0
0 7]

2x2
, (0, 3)) ∈ 𝐷𝐷2(ℝ) × 𝑊𝑊 ≤ 𝑀𝑀2(ℝ) × ℝ2,

𝑊𝑊 = {(0, 𝑦𝑦)/𝑦𝑦 ∈ ℝ} ℝ2

ℱ𝑉𝑉(𝐾𝐾) =  {𝑊𝑊/𝑊𝑊 ≤ 𝑉𝑉(𝐾𝐾)}
𝑉𝑉(𝐾𝐾) 𝐾𝐾 ℱ𝑉𝑉(𝐾𝐾) {0}

𝑉𝑉(𝐾𝐾) 𝑉𝑉(𝐾𝐾)
ℱ𝑉𝑉(𝐾𝐾)

𝑉𝑉(𝐾𝐾)
𝐾𝐾 𝑊𝑊 𝐿𝐿 ℱ𝑉𝑉(𝐾𝐾)

𝑊𝑊 ∩ 𝐿𝐿 𝑉𝑉(𝐾𝐾)
𝑊𝑊 + 𝐿𝐿 = {𝑤𝑤 + 𝑙𝑙/ 𝑤𝑤 ∈ 𝑊𝑊 e 𝑙𝑙 ∈ 𝐿𝐿}

𝑉𝑉(𝐾𝐾)
𝑊𝑊 × 𝐿𝐿 = {(𝑤𝑤, 𝑙𝑙)/ 𝑤𝑤 ∈ 𝑊𝑊 e 𝑙𝑙 ∈ 𝐿𝐿}

𝑊𝑊 𝐿𝐿
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0 ∈ 𝑊𝑊 ∩ 𝐿𝐿 ≠ Φ 0 ∈ 𝑊𝑊 0 ∈ 𝐿𝐿
∀ 𝑢𝑢, 𝑣𝑣 ∈ 𝑊𝑊 ∩ 𝐿𝐿 𝑢𝑢, 𝑣𝑣 ∈ 𝑊𝑊 ≤ 𝑉𝑉(𝐾𝐾) 𝑢𝑢, 𝑣𝑣 ∈ 𝐿𝐿 ≤ 𝑉𝑉(𝐾𝐾) ∀ 𝜆𝜆 ∈ 𝐾𝐾

𝜆𝜆𝑢𝑢 + 𝑣𝑣 ∈ 𝑊𝑊 ∩ 𝐿𝐿 𝑊𝑊 ∩ 𝐿𝐿 ≤ 𝑉𝑉(𝐾𝐾)
0 = 0 + 0 0 ∈ 𝑊𝑊 0 ∈ 𝐿𝐿 0 ∈ 𝑊𝑊 + 𝐿𝐿 ≠ Φ

∀ 𝑢𝑢, 𝑣𝑣 ∈ 𝑊𝑊 + 𝐿𝐿 𝑢𝑢 = 𝑤𝑤1 + 𝑙𝑙1 𝑣𝑣 = 𝑤𝑤2 + 𝑙𝑙2 𝜆𝜆
𝐾𝐾 𝜆𝜆𝑢𝑢 + 𝑣𝑣 = 𝜆𝜆(𝑤𝑤1 + 𝑙𝑙1) + (𝑤𝑤2 + 𝑙𝑙2) =

(𝜆𝜆𝑤𝑤1 + 𝑤𝑤2) + (𝜆𝜆𝑙𝑙1 + 𝑙𝑙2) 𝜆𝜆𝑤𝑤1 + 𝑤𝑤2 ∈ 𝑊𝑊 ≤ 𝑉𝑉(𝐾𝐾) 𝜆𝜆𝑙𝑙1 + 𝑙𝑙2 ∈ 𝑊𝑊 ≤ 𝑉𝑉(𝐾𝐾)
𝜆𝜆𝑢𝑢 + 𝑣𝑣 ∈ 𝑊𝑊 + 𝐿𝐿 𝑊𝑊 + 𝐿𝐿 ≤ 𝑉𝑉(𝐾𝐾)

𝑊𝑊 × 𝐿𝐿 𝑉𝑉(𝐾𝐾)
𝑊𝑊 𝐿𝐿

𝜑𝜑 𝑊𝑊 ⟶ 𝒲𝒲 = {(𝑤𝑤, 0)/ 𝑤𝑤 ∈ 𝑊𝑊} 𝜓𝜓 𝐿𝐿 ⟶ ℒ = {(0, 𝑙𝑙)/ 𝑙𝑙 ∈ 𝐿𝐿}
      𝑤𝑤 ↝ 𝜑𝜑(𝑤𝑤) = (𝑤𝑤, 0)      𝑙𝑙 ↝ 𝜑𝜑(𝑙𝑙) = (0, 𝑙𝑙)            

𝑊𝑊 ≅ 𝒲𝒲 ≤ 𝑊𝑊 × 𝐿𝐿 𝐿𝐿 ≅ ℒ ≤
𝑊𝑊 × 𝐿𝐿 𝒲𝒲 ℒ 𝑊𝑊 × 𝐿𝐿

𝑉𝑉(𝐾𝐾) 𝐾𝐾 𝑊𝑊1, 𝑊𝑊2, ⋯ , 𝑊𝑊𝑛𝑛

ℱ𝑉𝑉(𝐾𝐾) 3 ≤ 𝑛𝑛 ∈ ℕ

a) ⋂ 𝑊𝑊𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
= 𝑊𝑊1 ∩ 𝑊𝑊2 ∩ ⋯ ∩ 𝑊𝑊𝑛𝑛 ≤ 𝑉𝑉(𝐾𝐾);

b) ∑ 𝑊𝑊𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
= 𝑊𝑊1 + 𝑊𝑊2 + ⋯ + 𝑊𝑊𝑛𝑛 ≤ 𝑉𝑉(𝐾𝐾).

𝒲𝒲 = {(𝑥𝑥, 0)/ 𝑥𝑥 ∈ ℝ} ℒ = {(0, 𝑦𝑦)/ 𝑦𝑦 ∈ ℝ} ℝ2

𝒲𝒲 ∩ ℒ = {(0, 0)} 𝒲𝒲 + ℒ = {(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)/ 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 ∈ ℝ} = ℝ2

𝑊𝑊 𝐿𝐿 ℱ𝑉𝑉(𝐾𝐾) 𝑊𝑊 ∩ 𝐿𝐿 = {0} 𝑊𝑊 + 𝐿𝐿 = 𝑉𝑉(𝐾𝐾)
𝑉𝑉(𝐾𝐾) = 𝑊𝑊 ⊕ 𝐿𝐿 𝑊𝑊 𝐿𝐿

𝑊𝑊 𝐿𝐿 ℱ𝑉𝑉(𝐾𝐾) 𝑊𝑊 ∪ 𝐿𝐿
ℱ𝑉𝑉(𝐾𝐾) 𝒲𝒲 ℒ

(1, 0) (0, 1) 𝒲𝒲 ∪ ℒ = {𝑣𝑣/ 𝑣𝑣 ∈ 𝒲𝒲 ou 𝑣𝑣 ∈ ℒ }

Revista Elementos • 4ª edição • ano 2014



40

(1, 0) + (0, 1) = (1, 1) ∉ 𝒲𝒲 ∪ ℒ 𝒲𝒲 ∪ ℒ
ℝ2

𝑉𝑉(𝐾𝐾) 𝐾𝐾 𝑊𝑊 𝐿𝐿
𝑉𝑉(𝐾𝐾) 𝑊𝑊 ∪ 𝐿𝐿 𝑉𝑉(𝐾𝐾)

𝑊𝑊 ⊂ 𝐿𝐿 𝐿𝐿 ⊂ 𝑊𝑊
𝑊𝑊 ∪ 𝐿𝐿 ≤ 𝑉𝑉(𝐾𝐾) 𝑊𝑊 ⊄ 𝐿𝐿

𝐿𝐿 ⊂ 𝑊𝑊 𝑙𝑙 𝐿𝐿 𝑊𝑊 ⊄ 𝐿𝐿 ∃ 𝑤𝑤 ∈ 𝑊𝑊
𝑤𝑤 ∉ 𝐿𝐿 𝑙𝑙, 𝑤𝑤 ∈ 𝑊𝑊 ∪ 𝐿𝐿 ≤ 𝑉𝑉(𝐾𝐾) 𝑙𝑙 + 𝑤𝑤 ∈ 𝑊𝑊 ∪ 𝐿𝐿

𝑙𝑙 + 𝑤𝑤 ∈ 𝑊𝑊 𝑙𝑙 + 𝑤𝑤 ∈ 𝐿𝐿 𝑙𝑙 + 𝑤𝑤 ∈ 𝐿𝐿 ≤ 𝑉𝑉(𝐾𝐾)
−𝑙𝑙 + (𝑙𝑙 + 𝑤𝑤) = 𝑤𝑤 ∈ 𝐿𝐿 𝑤𝑤

𝑙𝑙 + 𝑤𝑤 ∈ 𝑊𝑊 ≤ 𝑉𝑉(𝐾𝐾) (𝑙𝑙 + 𝑤𝑤) + (−𝑤𝑤) = 𝑙𝑙 ∈ 𝑊𝑊
𝐿𝐿 ⊂ 𝑊𝑊

𝑊𝑊 ∪ 𝐿𝐿 ≤ 𝑉𝑉(𝐾𝐾) 𝐿𝐿 ⊄ 𝑊𝑊
𝑊𝑊 ⊂ 𝐿𝐿

𝑉𝑉(𝐾𝐾) 𝐾𝐾 𝑊𝑊1, 𝑊𝑊2, ⋯ , 𝑊𝑊𝑚𝑚

𝑉𝑉(𝐾𝐾) 1 ≤ 𝑚𝑚 ∈ ℕ 𝑊𝑊1 ∪ 𝑊𝑊2 ∪ ⋯ ∪ 𝑊𝑊𝑚𝑚 = 𝑊𝑊 ≤ 𝑉𝑉(𝐾𝐾)
𝑊𝑊𝑡𝑡1 ⊂ 𝑊𝑊𝑡𝑡2 ⊂ ⋯ ⊂ 𝑊𝑊𝑡𝑡𝑚𝑚

𝑡𝑡𝑖𝑖 ∈ {1, 2, ⋯ , 𝑚𝑚} 𝑖𝑖 = 1, 2, ⋯ , 𝑚𝑚
𝑚𝑚 = 2

𝑊𝑊1 ⊂ 𝑊𝑊2 𝑊𝑊2 ⊂ 𝑊𝑊1

𝑚𝑚 > 2
2 ≤ 𝑚𝑚 − 1 < 𝑚𝑚 𝑊𝑊1, 𝑊𝑊2, ⋯ , 𝑊𝑊𝑚𝑚−1

𝑉𝑉(𝐾𝐾) 𝑊𝑊1 ∪ 𝑊𝑊2 ∪ ⋯ ∪ 𝑊𝑊𝑚𝑚−1 = 𝐿𝐿 ≤ 𝑉𝑉(𝐾𝐾)
𝑊𝑊𝑡𝑡1 ⊂ 𝑊𝑊𝑡𝑡2 ⊂ ⋯ ⊂ 𝑊𝑊𝑡𝑡𝑚𝑚−1 𝑡𝑡𝑖𝑖 ∈ {1, 2, ⋯ , 𝑚𝑚 − 1} 𝑖𝑖 =

1, 2, ⋯ , 𝑚𝑚 − 1
𝐿𝐿 𝑊𝑊𝑚𝑚 𝐿𝐿 ∪

𝑊𝑊𝑚𝑚 = 𝑊𝑊1 ∪ 𝑊𝑊2 ∪ ⋯ ∪ 𝑊𝑊𝑚𝑚 = 𝑊𝑊 ≤ 𝑉𝑉(𝐾𝐾) 𝐿𝐿 ⊂ 𝑊𝑊𝑚𝑚 𝑊𝑊𝑚𝑚 ⊂ 𝐿𝐿
𝑊𝑊𝑡𝑡1 ⊂ 𝑊𝑊𝑡𝑡2 ⊂ ⋯ ⊂ 𝑊𝑊𝑡𝑡𝑚𝑚

𝑡𝑡𝑖𝑖 ∈ {1, 2, ⋯ , 𝑚𝑚} 𝑖𝑖 = 1, 2, ⋯ , 𝑚𝑚 𝑚𝑚 > 2
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𝑉𝑉(𝐾𝐾) 𝐾𝐾 𝑣𝑣 = 𝛼𝛼1𝑣𝑣1 +
𝛼𝛼2𝑣𝑣2 + ⋯ + 𝛼𝛼𝑛𝑛𝑣𝑣𝑛𝑛 𝛼𝛼𝑖𝑖 ∈ 𝐾𝐾 𝑣𝑣𝑖𝑖 ∈ 𝑉𝑉(𝐾𝐾) 𝑖𝑖 = 1, 2, ⋯ , 𝑛𝑛

𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, ⋯ , 𝑣𝑣𝑛𝑛

𝑉𝑉(𝐾𝐾) 𝐾𝐾 1 ≤ 𝑛𝑛 ∈
ℕ 𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, ⋯ , 𝑣𝑣𝑛𝑛

𝑊𝑊 = [𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, ⋯ , 𝑣𝑣𝑛𝑛] = {𝛼𝛼1𝑣𝑣1 + 𝛼𝛼2𝑣𝑣2 + ⋯ + 𝛼𝛼𝑛𝑛𝑣𝑣𝑛𝑛/𝛼𝛼𝑖𝑖 ∈ 𝐾𝐾;  𝑖𝑖 = 1, 2, ⋯ , 𝑛𝑛 }
𝑉𝑉(𝐾𝐾) 𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, ⋯ , 𝑣𝑣𝑛𝑛

{ 𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, ⋯ , 𝑣𝑣𝑛𝑛} 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑐𝑐𝑐𝑐𝑛𝑛𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝑑𝑑𝑑𝑑) 𝑔𝑔𝑑𝑑𝑔𝑔𝑔𝑔𝑑𝑑𝑐𝑐𝑔𝑔(𝑑𝑑𝑠𝑠) 𝑊𝑊
𝑊𝑊 𝑛𝑛 𝑔𝑔𝑑𝑑𝑔𝑔𝑔𝑔𝑑𝑑𝑐𝑐.

𝑉𝑉(𝐾𝐾) 𝑊𝑊
{ 𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, ⋯ , 𝑣𝑣𝑛𝑛} 𝐿𝐿 𝑉𝑉(𝐾𝐾)

{ 𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, ⋯ , 𝑣𝑣𝑛𝑛} 𝑊𝑊 𝐿𝐿
𝛼𝛼1 = 𝛼𝛼2 = ⋯ = 𝛼𝛼𝑛𝑛 = 0

0 ∈ 𝑊𝑊 𝑊𝑊 ≠ Φ  𝑤𝑤1 = 𝛼𝛼1𝑣𝑣1 + 𝛼𝛼2𝑣𝑣2 + ⋯ +
𝛼𝛼𝑛𝑛𝑣𝑣𝑛𝑛 e 𝑤𝑤2 = 𝛽𝛽1𝑣𝑣1 + 𝛽𝛽2𝑣𝑣2 + ⋯ + 𝛽𝛽𝑛𝑛𝑣𝑣𝑛𝑛 𝑊𝑊 𝜆𝜆 em 𝐾𝐾

𝜆𝜆(𝛼𝛼1𝑣𝑣1 +  𝛼𝛼2𝑣𝑣2 + ⋯ +  𝛼𝛼𝑛𝑛𝑣𝑣𝑛𝑛)  +  (𝛽𝛽1𝑣𝑣1  +  𝛽𝛽2𝑣𝑣2  +
⋯ + 𝛽𝛽𝑛𝑛𝑣𝑣𝑛𝑛) = 𝜆𝜆𝑤𝑤1 + 𝑤𝑤2 ∈ 𝑊𝑊 𝑊𝑊 =
[𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, ⋯ , 𝑣𝑣𝑛𝑛] ≤ 𝑉𝑉(𝐾𝐾)

𝐿𝐿 𝑉𝑉(𝐾𝐾)
{ 𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, ⋯ , 𝑣𝑣𝑛𝑛} ⊂ 𝐿𝐿 ∀ 𝛾𝛾1, 𝛾𝛾2, ⋯ , 𝛾𝛾𝑛𝑛 ∈ 𝐾𝐾
𝛾𝛾1𝑣𝑣1 + 𝛾𝛾2𝑣𝑣2 + ⋯ + 𝛾𝛾𝑛𝑛𝑣𝑣𝑛𝑛 ∈ 𝐿𝐿 𝑊𝑊

𝐿𝐿 𝑊𝑊 ≤ 𝐿𝐿

𝑉𝑉(𝐾𝐾) 𝐾𝐾 𝑛𝑛
𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, ⋯ , 𝑣𝑣𝑛𝑛 𝑉𝑉(𝐾𝐾) 1 ≤ 𝑛𝑛 ∈ ℕ
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𝑛𝑛
 𝛼𝛼1, 𝛼𝛼2, ⋯ , 𝛼𝛼𝑛𝑛 ∈ 𝐾𝐾 𝛼𝛼1𝑣𝑣1 + 𝛼𝛼2𝑣𝑣2 + ⋯ + 𝛼𝛼𝑛𝑛𝑣𝑣𝑛𝑛 = 0

𝛼𝛼1 = 𝛼𝛼2 = ⋯ = 𝛼𝛼𝑛𝑛 = 0
𝑛𝑛
𝛼𝛼1𝑣𝑣1 + 𝛼𝛼2𝑣𝑣2 + ⋯ + 𝛼𝛼𝑛𝑛𝑣𝑣𝑛𝑛 = 0 𝛼𝛼𝑖𝑖 = 0 𝑖𝑖 ∈ {1, 2, ⋯ , 𝑛𝑛}

− 𝛾𝛾 = {𝑓𝑓, 𝑔𝑔} ⊂ ℱℝ
ℝ(ℝ) 𝑓𝑓 𝑔𝑔 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = cos𝑥𝑥

𝑔𝑔(𝑥𝑥) = sen𝑥𝑥
𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ ℝ 𝑎𝑎𝑓𝑓 + 𝑏𝑏𝑔𝑔 = 𝑜𝑜 𝑜𝑜

(𝑎𝑎𝑓𝑓 + 𝑏𝑏𝑔𝑔)(𝑥𝑥) = 𝑜𝑜(𝑥𝑥) ⟺ (𝑎𝑎𝑓𝑓)(𝑥𝑥) + (𝑏𝑏𝑔𝑔)(𝑥𝑥) = 𝑜𝑜(𝑥𝑥) ⟺ 𝑎𝑎cos𝑥𝑥 + 𝑏𝑏sen𝑥𝑥 =

0; ∀ 𝑥𝑥 ∈ ℝ {𝑎𝑎cos𝑥𝑥 + 𝑏𝑏sen𝑥𝑥 = 0
𝑏𝑏cos𝑥𝑥 − 𝑎𝑎sen𝑥𝑥 = 0 ⟺

{𝑎𝑎2cos𝑥𝑥 + 𝑎𝑎𝑏𝑏sen𝑥𝑥 = 0
𝑏𝑏2cos𝑥𝑥 − 𝑏𝑏𝑎𝑎sen𝑥𝑥 = 0 (𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2) cos𝑥𝑥 = 0

𝑥𝑥 𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏2 = 0 ⟺ 𝑎𝑎2 = −𝑏𝑏2

𝑎𝑎 = 𝑏𝑏 = 0 𝛾𝛾
− 𝛽𝛽 = {(1, 0), (0, 1)} ℝ2 𝛽𝛽 𝛽𝛽

𝛽𝛽 𝑉𝑉(𝐾𝐾)
𝐾𝐾

𝛽𝛽 𝛽𝛽
𝛽𝛽 𝛽𝛽
𝛽𝛽 𝛽𝛽

𝛾𝛾 = {(1, 0), (0, 1), (1, 2), (−1, 3)}
{(1 0), (0, 1)} {(1 0), (0, 1), (1, 2)}

𝛷𝛷
𝛽𝛽 𝑉𝑉(𝐾𝐾) 𝛷𝛷
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𝑉𝑉(𝐾𝐾) 𝐾𝐾 𝑛𝑛
𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, ⋯ , 𝑣𝑣𝑛𝑛 𝑉𝑉(𝐾𝐾) 𝑛𝑛 ∈ ℕ 𝛽𝛽 = {𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, ⋯ , 𝑣𝑣𝑛𝑛}

𝑉𝑉(𝐾𝐾)
𝛽𝛽 𝑉𝑉(𝐾𝐾)
𝛽𝛽

− [(1 0), (0, 1)] = ℝ2 𝛽𝛽 𝛽𝛽
𝛽𝛽 ℝ2

− [𝑥𝑥 𝑦𝑦
𝑧𝑧 𝑤𝑤]

2x2
= 𝑥𝑥 [1 0

0 0]
2x2

+ 𝑦𝑦 [0 1
0 0]

2x2
+ 𝑧𝑧 [0 0

1 0]
2x2

+ 𝑤𝑤 [0 0
0 1]

2x2

𝜆𝜆 = {[1 0
0 0]

2x2
, [0 1

0 0]
2x2

, [0 0
1 0]

2x2
, [0 0

0 1]
2x2

} 𝑀𝑀2(ℝ)

𝑥𝑥 [1 0
0 0]

2x2
+ 𝑦𝑦 [0 1

0 0]
2x2

+ 𝑧𝑧 [0 0
1 0]

2x2
+ 𝑤𝑤 [0 0

0 1]
2x2

= [0 0
0 0]

2x2

𝑥𝑥 = 𝑦𝑦 = 𝑧𝑧 = 𝑤𝑤 = 0 𝜆𝜆 𝜆𝜆 𝑀𝑀2(ℝ)

− 𝛼𝛼 = {1, 𝑖𝑖} 𝜃𝜃 = {1, 𝑡𝑡, 𝑡𝑡2, ⋯ , 𝑡𝑡𝑛𝑛 }
ℂ(ℝ) 𝑃𝑃𝑛𝑛(𝑡𝑡) ℝ

𝑉𝑉(𝐾𝐾) 𝐾𝐾 1 ≤
𝑛𝑛 ∈ ℕ 𝛾𝛾 = {𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, ⋯ , 𝑣𝑣𝑛𝑛} 𝑉𝑉(𝐾𝐾)

𝛾𝛾 𝑉𝑉(𝐾𝐾)
𝛾𝛾

𝛾𝛾 𝑉𝑉(𝐾𝐾)
𝜂𝜂 𝑉𝑉(𝐾𝐾) #𝜂𝜂 = 𝑚𝑚 > 𝑛𝑛 𝜂𝜂

𝑉𝑉(𝐾𝐾) 𝐾𝐾 𝛽𝛽 𝛾𝛾
𝑉𝑉(𝐾𝐾)

#𝛽𝛽 > #𝛾𝛾 𝛽𝛽 #𝛾𝛾 > #𝛽𝛽 𝛾𝛾 #𝛽𝛽 = #𝛾𝛾
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𝑉𝑉(𝐾𝐾) 𝐾𝐾 dim 𝑉𝑉(𝐾𝐾)
𝑉𝑉(𝐾𝐾) 𝑉𝑉(𝐾𝐾)

dim 𝑉𝑉(𝐾𝐾) = 𝑛𝑛 dim 𝑉𝑉(𝐾𝐾) 𝑛𝑛 − dimensional

Nem sempre é possível “contarmos” os vetores de uma base de 𝑉𝑉(𝐾𝐾)
ℱℝ

ℝ(ℝ) ℝ

𝑈𝑈 𝑊𝑊
𝑉𝑉(𝐾𝐾)

𝑈𝑈 𝑊𝑊 𝑈𝑈 ∩ 𝑊𝑊 𝑈𝑈 + 𝑊𝑊

𝑉𝑉(𝐾𝐾) 𝑛𝑛 − dimensional 𝐾𝐾
1 ≤ 𝑛𝑛 ∈ ℕ
𝛾𝛾 = {𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, ⋯ , 𝑣𝑣𝑟𝑟} 𝑉𝑉(𝐾𝐾) 1 ≤ 𝑟𝑟 < 𝑛𝑛

∃ 𝑣𝑣 𝑉𝑉(𝐾𝐾) [𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, ⋯ , 𝑣𝑣𝑟𝑟]
{𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, ⋯ , 𝑣𝑣𝑟𝑟} ∪ {𝑣𝑣}

𝛽𝛽 𝑉𝑉(𝐾𝐾) 𝑉𝑉(𝐾𝐾)
𝑉𝑉(𝐾𝐾) 𝑛𝑛 𝑉𝑉(𝐾𝐾)

𝑈𝑈 𝑊𝑊 𝑉𝑉(𝐾𝐾)
dim 𝑈𝑈 ≤ dim 𝑉𝑉(𝐾𝐾) = 𝑛𝑛 dim 𝑊𝑊 ≤ dim 𝑉𝑉(𝐾𝐾) = 𝑛𝑛
dim (𝑈𝑈 + 𝑊𝑊) = dim 𝑈𝑈 + dim 𝑊𝑊 − dim (𝑈𝑈 ∩ 𝑊𝑊)

𝑈𝑈 ∩ 𝑊𝑊 𝑈𝑈 𝑊𝑊 𝜃𝜃 =
{𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, ⋯ , 𝑣𝑣𝑟𝑟} 𝑈𝑈 ∩ 𝑊𝑊 dim𝑈𝑈 = 𝑚𝑚

𝑚𝑚 − 𝑟𝑟 𝛽𝛽1 = {𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, ⋯ , 𝑣𝑣𝑟𝑟, 𝑢𝑢1, 𝑢𝑢2, ⋯ , 𝑢𝑢𝑚𝑚−𝑟𝑟}
𝑈𝑈 dim𝑊𝑊 = 𝑙𝑙 𝑙𝑙 − 𝑟𝑟 𝜃𝜃
𝛽𝛽2 = {𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, ⋯ , 𝑣𝑣𝑟𝑟, 𝑤𝑤1, 𝑤𝑤2, ⋯ , 𝑤𝑤𝑙𝑙−𝑟𝑟} 𝑊𝑊

𝛽𝛽 = {𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, ⋯ , 𝑣𝑣𝑟𝑟, 𝑢𝑢1, 𝑢𝑢2, ⋯ , 𝑢𝑢𝑚𝑚−𝑟𝑟, 𝑤𝑤1, 𝑤𝑤2, ⋯ , 𝑤𝑤𝑙𝑙−𝑟𝑟}
#𝛽𝛽 = 𝑟𝑟 + (𝑚𝑚 − 𝑟𝑟) + (𝑙𝑙 − 𝑟𝑟) = 𝑚𝑚 + 𝑙𝑙 − 𝑟𝑟
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𝛽𝛽 𝑈𝑈 + 𝑊𝑊 𝛽𝛽 𝑈𝑈 + 𝑊𝑊
𝑈𝑈

𝑢𝑢 = 𝑎𝑎1𝑣𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑎𝑟𝑟𝑣𝑣𝑟𝑟 + 𝑏𝑏1𝑢𝑢1 + ⋯ + 𝑏𝑏𝑚𝑚−𝑟𝑟𝑢𝑢𝑚𝑚−𝑟𝑟 + 0𝑤𝑤1 + ⋯ + 0𝑤𝑤𝑙𝑙−𝑟𝑟

𝑊𝑊
𝑤𝑤 = 𝑐𝑐1𝑣𝑣1 + ⋯ + 𝑐𝑐𝑟𝑟𝑣𝑣𝑟𝑟 + 0𝑢𝑢1 + ⋯ + 0𝑢𝑢𝑚𝑚−𝑟𝑟 + 𝑑𝑑1𝑤𝑤1 + ⋯ + 𝑑𝑑𝑙𝑙−𝑟𝑟𝑤𝑤𝑙𝑙−𝑟𝑟

𝑈𝑈 + 𝑊𝑊
𝑢𝑢 𝑤𝑤 (𝑎𝑎1 𝑐𝑐1)𝑣𝑣1 ⋯ (𝑎𝑎𝑟𝑟 𝑐𝑐𝑟𝑟)𝑣𝑣𝑟𝑟 𝑏𝑏1𝑢𝑢1 ⋯ 𝑏𝑏𝑚𝑚−𝑟𝑟𝑢𝑢𝑚𝑚−𝑟𝑟 𝑑𝑑1𝑤𝑤1 ⋯ 𝑑𝑑𝑙𝑙−𝑟𝑟𝑤𝑤𝑙𝑙−𝑟𝑟

𝛽𝛽
(□): 𝑎𝑎1𝑣𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑎𝑟𝑟𝑣𝑣𝑟𝑟 + 𝑏𝑏1𝑢𝑢1 + ⋯ + 𝑏𝑏𝑚𝑚−𝑟𝑟𝑢𝑢𝑚𝑚−𝑟𝑟 + 𝑐𝑐1𝑤𝑤1 + ⋯ + 𝑐𝑐𝑙𝑙−𝑟𝑟𝑤𝑤𝑙𝑙−𝑟𝑟 = 0,

𝑣𝑣 = 𝑎𝑎1𝑣𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑎𝑟𝑟𝑣𝑣𝑟𝑟 + 𝑏𝑏1𝑢𝑢1 + ⋯ + 𝑏𝑏𝑚𝑚−𝑟𝑟𝑢𝑢𝑚𝑚−𝑟𝑟 = −𝑐𝑐1𝑤𝑤1 + ⋯ + (−𝑐𝑐𝑙𝑙−𝑟𝑟)𝑤𝑤𝑙𝑙−𝑟𝑟

𝑈𝑈 ∩ 𝑊𝑊 𝜃𝜃 = {𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, ⋯ , 𝑣𝑣𝑟𝑟}
𝜆𝜆1, ⋯ , 𝜆𝜆𝑟𝑟

𝑣𝑣 = −𝑐𝑐1𝑤𝑤1 + ⋯ + (−𝑐𝑐𝑙𝑙−𝑟𝑟)𝑤𝑤𝑙𝑙−𝑟𝑟 = 𝜆𝜆1𝑣𝑣1 + ⋯ + 𝜆𝜆𝑟𝑟𝑣𝑣𝑟𝑟

𝜆𝜆1𝑣𝑣1 + ⋯ + 𝜆𝜆𝑟𝑟𝑣𝑣𝑟𝑟 + 𝑐𝑐1𝑤𝑤1 + ⋯ + 𝑐𝑐𝑙𝑙−𝑟𝑟𝑤𝑤𝑙𝑙−𝑟𝑟 = 0
𝛽𝛽2 𝑐𝑐1 = ⋯ = 𝑐𝑐𝑙𝑙−𝑟𝑟 = 0

𝑐𝑐𝑖𝑖′𝑠𝑠 (□) 𝑎𝑎1𝑣𝑣1 + ⋯ + 𝑎𝑎𝑟𝑟𝑣𝑣𝑟𝑟 + 𝑏𝑏1𝑢𝑢1 + ⋯ + 𝑏𝑏𝑚𝑚−𝑟𝑟𝑢𝑢𝑚𝑚−𝑟𝑟 = 0 𝛽𝛽1

𝑎𝑎1 = ⋯ = 𝑎𝑎𝑟𝑟 = 𝑏𝑏1 = ⋯ = 𝑏𝑏𝑚𝑚−𝑟𝑟 = 0
𝛽𝛽 𝛽𝛽 𝑈𝑈 + 𝑊𝑊

 #𝛽𝛽 = dim(𝑈𝑈 + 𝑊𝑊) = 𝑟𝑟 + (𝑚𝑚 − 𝑟𝑟) + (𝑙𝑙 − 𝑟𝑟) = 𝑚𝑚 + 𝑙𝑙 − 𝑟𝑟
dim 𝑈𝑈 + dim 𝑊𝑊 − dim(𝑈𝑈 ∩ 𝑊𝑊)

𝑉𝑉(𝐾𝐾) 𝐾𝐾 𝑆𝑆
𝑉𝑉(𝐾𝐾) [𝑆𝑆] 𝑆𝑆

𝑉𝑉(𝐾𝐾) 𝑆𝑆

Revista Elementos • 4ª edição • ano 2014



46

𝑛𝑛 = 0

𝑉𝑉(𝐾𝐾) 𝐾𝐾
[𝛷𝛷] = {0} dim {0} = 0

𝛷𝛷 ⊂ {0} ≤ 𝑊𝑊; ∀ 𝑊𝑊 ∈ ℱ𝑉𝑉(𝐾𝐾) =  {𝑊𝑊/𝑊𝑊 ≤ 𝑉𝑉(𝐾𝐾)}
{0} 𝑉𝑉(𝐾𝐾) 𝛷𝛷 [𝛷𝛷] = {0} dim {0} = 0

𝑀𝑀3(ℝ)

𝑈𝑈 = {𝐴𝐴 ∈ 𝑀𝑀3(ℝ)/ 𝐴𝐴𝑡𝑡 = 𝐴𝐴} 𝑊𝑊 =  {𝐴𝐴 ∈
𝑀𝑀3(ℝ)/𝐴𝐴𝑡𝑡 = −𝐴𝐴} 𝑈𝑈 + 𝑊𝑊 = 𝑀𝑀3(ℝ)
𝑈𝑈 ∩ 𝑊𝑊 = {𝑂𝑂}

𝑀𝑀3(ℝ) = 𝑈𝑈 ⊕ 𝑊𝑊
𝑈𝑈 𝑊𝑊

𝑈𝑈 𝑊𝑊 dim (𝑈𝑈 + 𝑊𝑊) = dim 𝑈𝑈 + dim 𝑊𝑊 − dim (𝑈𝑈 ∩ 𝑊𝑊)

dim 𝑈𝑈 dim 𝑊𝑊
dim 𝑀𝑀3(ℝ) = 9 dim 𝑈𝑈 = 6 dim 𝑊𝑊 = 3

𝐿𝐿1 = [
0 1 0

−1 0 0
0 0 0

]
3x3

𝐿𝐿1 = [
0 0 1
0 0 0

−1 0 0
]

3x3

𝐿𝐿1 = [
0 0 0
0 0 1
0 −1 0

]
3x3

LI’s 𝑊𝑊
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𝑆𝑆
𝑉𝑉(𝐾𝐾) 𝐾𝐾 [𝑆𝑆]

𝑉𝑉(𝐾𝐾) 𝑆𝑆
𝛷𝛷

𝑉𝑉(𝐾𝐾)

{0} ∈ ℱ𝑉𝑉(𝐾𝐾)𝛷𝛷 =  {𝑊𝑊/ 𝛷𝛷 ⊂ 𝑊𝑊 ≤ 𝑉𝑉(𝐾𝐾)}

Revista Elementos • 4ª edição • ano 2014



48

–

–
–

.

–
–

.
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𝑛𝑛 ≥ 3
𝑑𝑑 > 0 𝑑𝑑 − 1

𝑛𝑛
𝑛𝑛

ℤ𝑛𝑛

𝑛𝑛 ≥ 3
𝑑𝑑 > 0 0 𝑑𝑑 − 1

𝑛𝑛 𝑛𝑛

ℤ𝑛𝑛

 

A estrutura algébrica dos vértices 
de um polígono regular
José Ivan da Silva Ramos 
Professor associado do Centro de Ciências Exatas e Tecnológicas da Ufac

Henrique Hiroto Yokoy
Mestre em Matemática e professor efetivo do Colégio de Aplicação da Ufac

Artigos

Revista 
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𝑎𝑎 𝑏𝑏
𝑎𝑎 ≠ 0 𝑞𝑞 𝑟𝑟 𝑏𝑏 = 𝑞𝑞𝑎𝑎 + 𝑟𝑟 0 ≤ 𝑟𝑟 < |𝑎𝑎|

ℂ ℝ2

𝑛𝑛
𝑛𝑛

𝑛𝑛

𝑛𝑛
ℤ ≡ (𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑛𝑛) ℤ ≡ (𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑛𝑛) ⁄ = ℤ𝑛𝑛 =

{𝑧𝑧̅/𝑧𝑧 ∈ ℤ} 𝑛𝑛

ℂ ℝ2
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𝑛𝑛
𝑛𝑛 = 2𝛼𝛼 𝑛𝑛 =

2𝛼𝛼𝑝𝑝1𝑝𝑝2 ⋯𝑝𝑝𝑟𝑟 𝑝𝑝1 𝑝𝑝2 𝑝𝑝𝑟𝑟 𝑝𝑝 = 22𝛽𝛽 + 1
𝛼𝛼 𝛽𝛽
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𝑛𝑛 = 22𝛽𝛽 + 1

𝑛𝑛 1 = 1 + 0𝑖𝑖 ∈ ℂ 𝑤𝑤𝑘𝑘 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐  2𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑛𝑛 + 𝑖𝑖𝑐𝑐𝑖𝑖𝑛𝑛  2𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑛𝑛 𝑘𝑘 =

0, 1, ⋯ , 𝑛𝑛 − 1 𝑛𝑛

𝑧𝑧 = 1 = 1 + 0𝑖𝑖 |𝑧𝑧| = √12 + 02 = 1
|𝑤𝑤𝑘𝑘| = √|𝑧𝑧| = 1

arg(𝑤𝑤𝑘𝑘+1) − arg(𝑤𝑤𝑘𝑘) = 2𝑘𝑘
𝑛𝑛

𝑛𝑛
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𝑤𝑤0 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐0 + 𝑖𝑖𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 0 = 1 + 0𝑖𝑖

𝑤𝑤1 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝜋𝜋
7 + 𝑖𝑖𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 2𝜋𝜋

7

𝑤𝑤2 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 4𝜋𝜋
7 + 𝑖𝑖𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 4𝜋𝜋

7

𝑤𝑤3 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 6𝜋𝜋
7 + 𝑖𝑖𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 6𝜋𝜋

7

𝑤𝑤4 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 8𝜋𝜋
7 + 𝑖𝑖𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 8𝜋𝜋

7

𝑤𝑤5 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 10𝜋𝜋
7 + 𝑖𝑖𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 10𝜋𝜋

7

𝑤𝑤6 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 12𝜋𝜋
7 + 𝑖𝑖𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 12𝜋𝜋

7

2 <
𝑖𝑖 𝑖𝑖

2 < 𝑖𝑖
𝑖𝑖

𝕌𝕌𝑛𝑛 = {𝑤𝑤𝑘𝑘 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐  2𝑘𝑘𝜋𝜋
𝑛𝑛 + 𝑖𝑖𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖  2𝑘𝑘𝜋𝜋

𝑛𝑛 / 2 < 𝑖𝑖 ∈ ℤ e 𝑘𝑘 = 0, 1, ⋯ , 𝑖𝑖 − 1}

2 < 𝑖𝑖

Revista Elementos • 4ª edição • ano 2014



54

𝕌𝕌𝒏𝒏

𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑖𝑖𝑐𝑐𝑒𝑒𝑛𝑛𝑐𝑐

𝑧𝑧 = |z|(cosθ + isenθ) = |z|𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑘𝑘 = 0, 1, ⋯ , 𝑛𝑛 − 1

𝑛𝑛 𝑤𝑤𝑘𝑘 =  𝑒𝑒
2𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑛𝑛

𝕌𝕌𝑛𝑛

𝐴𝐴 = {𝑧𝑧 ∈ ℂ/𝑧𝑧4 = 2}

𝐴𝐴 = {√24 , √24 (𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜋𝜋
2 + 𝑖𝑖𝑐𝑐𝑒𝑒𝑛𝑛 𝜋𝜋

2) , √24 (𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑖𝑖𝑐𝑐𝑒𝑒𝑛𝑛𝑐𝑐), √24 (𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 3𝜋𝜋
2 + 𝑖𝑖𝑐𝑐𝑒𝑒𝑛𝑛 3𝜋𝜋

2 )}

𝑤𝑤1 = √24 (𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜋𝜋
2 + 𝑖𝑖𝑐𝑐𝑒𝑒𝑛𝑛 𝜋𝜋

2)

𝑤𝑤1 = √24 (𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜋𝜋
2 + 𝑖𝑖𝑐𝑐𝑒𝑒𝑛𝑛 𝜋𝜋

2)

𝑤𝑤1
2 = 𝑤𝑤1𝑤𝑤1 = (√24 )2 (𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋
2) + 𝑖𝑖𝑐𝑐𝑒𝑒𝑛𝑛 (𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋
2)) = √2(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑖𝑖𝑐𝑐𝑒𝑒𝑛𝑛 𝑐𝑐)

𝑤𝑤1
3 = 𝑤𝑤1

2𝑤𝑤1 = √2(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑖𝑖𝑐𝑐𝑒𝑒𝑛𝑛 𝑐𝑐)√24 (𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜋𝜋
2 + 𝑖𝑖𝑐𝑐𝑒𝑒𝑛𝑛 𝜋𝜋

2) = √234 (𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 3𝜋𝜋
2 + 𝑖𝑖𝑐𝑐𝑒𝑒𝑛𝑛 3𝜋𝜋

2 )

𝑤𝑤1
4 = 𝑤𝑤1

3𝑤𝑤1 = √234 (𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 3𝜋𝜋
2 + 𝑖𝑖𝑐𝑐𝑒𝑒𝑛𝑛 3𝜋𝜋

2 ) √24 (𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜋𝜋
2 + 𝑖𝑖𝑐𝑐𝑒𝑒𝑛𝑛 𝜋𝜋

2) = 2(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝑐𝑐 + 𝑖𝑖𝑐𝑐𝑒𝑒𝑛𝑛2𝑐𝑐)

𝑧𝑧 = 2
𝑤𝑤1 “explodem”, no 

𝐴𝐴
𝐴𝐴

ℂ
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 𝒛𝒛 = 𝟐𝟐  𝒘𝒘𝟏𝟏 = √𝟐𝟐𝟒𝟒 (𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄 𝝅𝝅
𝟐𝟐 + 𝒊𝒊𝒄𝒄𝒊𝒊𝒊𝒊 𝝅𝝅

𝟐𝟐)

ℂ:

𝐵𝐵 = {𝑧𝑧 ∈ ℂ/𝑧𝑧4 = 1
2}

𝐵𝐵 = {√1
2

4 , √1
2

4 (𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜋𝜋
2 + 𝑖𝑖𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 𝜋𝜋

2) , √1
2

4 (𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑖𝑖𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖𝑐𝑐), √1
2

4 (𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 3𝜋𝜋
2 + 𝑖𝑖𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 3𝜋𝜋

2 )}

𝑤𝑤1 = √1
2

4 (𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜋𝜋
2 + 𝑖𝑖𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 𝜋𝜋

2)

𝑤𝑤1 = √1
2

4 (𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜋𝜋
2 + 𝑖𝑖𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 𝜋𝜋

2)

𝑤𝑤1
2 = 𝑤𝑤1𝑤𝑤1 = (√1

2
4 )

2
(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋
2) + 𝑖𝑖𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 (𝜋𝜋

2 + 𝜋𝜋
2)) = √1

2 (𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑖𝑖𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑐𝑐)

𝑤𝑤1
3 = 𝑤𝑤1

2𝑤𝑤1 = √1
2 (𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑖𝑖𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑐𝑐)√1

2
4 (𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜋𝜋

2 + 𝑖𝑖𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 𝜋𝜋
2) = √ 1

23
4 (𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 3𝜋𝜋

2 + 𝑖𝑖𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 3𝜋𝜋
2 )

𝑤𝑤1
4 = 𝑤𝑤1

3𝑤𝑤1 = √ 1
23

4 (𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 3𝜋𝜋
2 + 𝑖𝑖𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 3𝜋𝜋

2 ) √1
2

4 (𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜋𝜋
2 + 𝑖𝑖𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 𝜋𝜋

2) = 1
2 (𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝑐𝑐 + 𝑖𝑖𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖2𝑐𝑐)

𝑧𝑧 = 1
2

𝑤𝑤1 “encolhem”, no sentido 

𝐵𝐵
ℂ
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𝒛𝒛 = 𝟏𝟏
𝟐𝟐 𝒘𝒘𝟏𝟏 = √𝟏𝟏

𝟐𝟐
𝟒𝟒 (𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄 𝝅𝝅

𝟐𝟐 + 𝒊𝒊𝒄𝒄𝒊𝒊𝒊𝒊 𝝅𝝅
𝟐𝟐)

𝑧𝑧 não seja um número “real puro”, onde Im(𝑧𝑧) = 0

𝐶𝐶 = {𝑧𝑧 ∈ ℂ/𝑧𝑧4 = 1
2 + √3

2 𝑖𝑖} |𝑧𝑧| = √(1
2)

2
+ (√3

2 )
2

= 1

𝐶𝐶 = {𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜋𝜋
12 + 𝑖𝑖𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 𝜋𝜋

12 , 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 7𝜋𝜋
12 + 𝑖𝑖𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 7𝜋𝜋

12 , 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 13𝜋𝜋
12 + 𝑖𝑖𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 13𝜋𝜋

12 , 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 19𝜋𝜋
12 + 𝑖𝑖𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 19𝜋𝜋

12 }

𝑤𝑤1 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 7𝜋𝜋
12 + 𝑖𝑖𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 7𝜋𝜋

12

𝑤𝑤1 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 7𝜋𝜋
12 + 𝑖𝑖𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 7𝜋𝜋

12

𝑤𝑤1
2 = 𝑤𝑤1𝑤𝑤1 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (7𝜋𝜋

12 + 7𝜋𝜋
12) + 𝑖𝑖𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 (7𝜋𝜋

12 + 7𝜋𝜋
12) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 7𝜋𝜋

6 + 𝑖𝑖𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 7𝜋𝜋
6

𝑤𝑤1
3 = 𝑤𝑤1

2𝑤𝑤1 = (𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 7𝜋𝜋
6 + 𝑖𝑖𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 7𝜋𝜋

6 ) (𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 7𝜋𝜋
12 + 𝑖𝑖𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 7𝜋𝜋

12) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 7𝜋𝜋
4 + 𝑖𝑖𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 7𝜋𝜋

4

𝑤𝑤1
4 = 𝑤𝑤1

3𝑤𝑤1 = (𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 7𝜋𝜋
4 + 𝑖𝑖𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 7𝜋𝜋

4 ) (𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 7𝜋𝜋
12 + 𝑖𝑖𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 7𝜋𝜋

12) =  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 7𝜋𝜋
3 + 𝑖𝑖𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 7𝜋𝜋

3

𝑤𝑤1
5 = 𝑤𝑤1

4𝑤𝑤1 = (𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 7𝜋𝜋
3 + 𝑖𝑖𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 7𝜋𝜋

3 ) (𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 7𝜋𝜋
12 + 𝑖𝑖𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 7𝜋𝜋

12) =  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 35𝜋𝜋
12 + 𝑖𝑖𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 35𝜋𝜋

12

𝑤𝑤1
𝑛𝑛 𝑖𝑖 = 1, 2, 3, 4 ou 5

𝑧𝑧 = 1
2 + √3

2 𝑖𝑖

𝑤𝑤0𝑤𝑤1 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 8𝜋𝜋
12 + 𝑖𝑖𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 8𝜋𝜋

12 ≠ 𝑤𝑤𝑘𝑘 ∀ 𝑘𝑘 ∈ {0,1, 2, 3}

𝐶𝐶
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𝒛𝒛 = 𝟏𝟏
𝟐𝟐 + √𝟑𝟑

𝟐𝟐 𝒊𝒊 𝒘𝒘𝟏𝟏 = 𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄 𝟕𝟕𝟕𝟕
𝟏𝟏𝟐𝟐 + 𝒊𝒊𝒄𝒄𝒊𝒊𝒊𝒊 𝟕𝟕𝟕𝟕

𝟏𝟏𝟐𝟐

𝕌𝕌𝑛𝑛

𝕌𝕌𝑛𝑛 outro “mundo”

𝕌𝕌𝑛𝑛

𝜃𝜃 = arg (𝑧𝑧) ∈ ]−𝜋𝜋, 𝜋𝜋]

𝕌𝕌𝑛𝑛 𝑛𝑛
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𝕌𝕌𝑛𝑛

∀ 𝑤𝑤ℎ, 𝑤𝑤𝑗𝑗, 𝑤𝑤𝑙𝑙 ∈ 𝕌𝕌𝑛𝑛 = {𝑤𝑤𝑘𝑘 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐  2𝑘𝑘𝑘𝑘
𝑛𝑛 + 𝑖𝑖𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖  2𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑛𝑛 / 2 < 𝑖𝑖 ∈ ℤ e 𝑘𝑘 = 0, 1, ⋯ , 𝑖𝑖 − 1}

− 𝑤𝑤ℎ (𝑤𝑤𝑗𝑗𝑤𝑤𝑙𝑙)  = (𝑤𝑤ℎ𝑤𝑤𝑗𝑗)𝑤𝑤𝑙𝑙

− 𝑤𝑤ℎ𝑤𝑤𝑗𝑗 = 𝑤𝑤𝑗𝑗𝑤𝑤ℎ

− ∃ 1 + 0𝑖𝑖 = 𝑤𝑤0 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐  2.0.𝑘𝑘
𝑛𝑛 + 𝑖𝑖𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖  2.0.𝑘𝑘

𝑛𝑛 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐0 +

𝑖𝑖𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖0 (1 + 0𝑖𝑖)𝑤𝑤ℎ = 𝑤𝑤ℎ(1 + 0𝑖𝑖) = 𝑤𝑤ℎ

− ∀𝑤𝑤ℎ ∈ 𝕌𝕌𝑛𝑛, ∃ 𝑤𝑤𝑔𝑔 ∈ 𝕌𝕌𝑛𝑛 𝑤𝑤𝑔𝑔 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐  2𝑔𝑔𝑘𝑘
𝑛𝑛 +

𝑖𝑖𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖  2𝑔𝑔𝑘𝑘
𝑛𝑛 𝑤𝑤ℎ𝑤𝑤𝑔𝑔 = 𝑤𝑤𝑔𝑔𝑤𝑤ℎ = 1 = 1 + 0𝑖𝑖

ℂ 𝕌𝕌𝑛𝑛 1 = 𝑤𝑤0 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐  2.0.𝑘𝑘
𝑛𝑛 + 𝑖𝑖𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖  2.0.𝑘𝑘

𝑛𝑛 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐0 + 𝑖𝑖𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖0

𝑤𝑤ℎ = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐  2ℎ𝑘𝑘
𝑛𝑛 + 𝑖𝑖𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖  2ℎ𝑘𝑘

𝑛𝑛 ℎ = 0, 1, ⋯ , 𝑖𝑖 − 1

𝑔𝑔 = 𝑖𝑖 − ℎ 𝑤𝑤ℎ𝑤𝑤𝑔𝑔 = 𝑤𝑤𝑔𝑔𝑤𝑤ℎ = (1 + 0𝑖𝑖) = 𝑤𝑤0

𝕌𝕌𝑛𝑛

ℤ3 𝕌𝕌3

0̅ 1̅ 2̅
0̅ 0̅ 1̅ 2̅
1̅ 1̅ 2̅ 0̅
2̅ 2̅ 0̅ 1̅

𝑤𝑤0 𝑤𝑤1 𝑤𝑤2

𝑤𝑤0 𝑤𝑤0 𝑤𝑤1 𝑤𝑤2

𝑤𝑤1 𝑤𝑤1 𝑤𝑤2 𝑤𝑤0

𝑤𝑤2 𝑤𝑤2 𝑤𝑤0 𝑤𝑤1
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𝑤𝑤𝑘𝑘 com 𝑘𝑘 = 0, 1, 2
𝕌𝕌𝑛𝑛

ℤ𝑛𝑛 = {0̅, 1̅,⋯ , 𝑛𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅}
ℤ𝑛𝑛

𝛿𝛿

𝛿𝛿:  (𝕌𝕌𝑛𝑛, . )                          
→        (ℤ𝑛𝑛,+) 

                                                             𝑤𝑤𝑘𝑘                        𝛿𝛿(𝑤𝑤𝑘𝑘) = �̅�𝑘   

∀ 𝑤𝑤𝑗𝑗, 𝑤𝑤𝑙𝑙 ∈ 𝕌𝕌𝑛𝑛 = D(𝛿𝛿) 𝛿𝛿

𝛿𝛿(𝑤𝑤𝑗𝑗) = 𝛿𝛿(𝑤𝑤𝑙𝑙) 𝑗𝑗̅ = 𝑙𝑙 ̅

𝑗𝑗 = 𝑙𝑙 𝑤𝑤𝑗𝑗 = 𝑤𝑤𝑙𝑙 𝛿𝛿
�̅�𝑥  ∈  ℤ𝑛𝑛 = CD(𝛿𝛿) 𝛿𝛿 𝑥𝑥 ∈ {0, 1,⋯ , 𝑛𝑛 − 1}

𝑥𝑥
𝑤𝑤𝑥𝑥 ∈  𝕌𝕌𝑛𝑛 = D(𝛿𝛿) 𝛿𝛿(𝑤𝑤𝑥𝑥) = �̅�𝑥

𝛿𝛿
𝛿𝛿 ∀ 𝑤𝑤𝑗𝑗, 𝑤𝑤𝑙𝑙 ∈ 𝕌𝕌𝑛𝑛 = D(𝛿𝛿)

𝛿𝛿(𝑤𝑤𝑗𝑗. 𝑤𝑤𝑙𝑙) = 𝛿𝛿 ((𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐  2𝑗𝑗𝑗𝑗
𝑛𝑛 + 𝑖𝑖𝑐𝑐𝑖𝑖𝑛𝑛  2𝑗𝑗𝑗𝑗𝑛𝑛 ) . (𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐  2𝑙𝑙𝑗𝑗

𝑛𝑛 + 𝑖𝑖𝑐𝑐𝑖𝑖𝑛𝑛  2𝑙𝑙𝑗𝑗𝑛𝑛 ))

𝛿𝛿 (𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 ( 2𝑗𝑗𝑗𝑗𝑛𝑛 +  2𝑙𝑙𝑗𝑗
𝑛𝑛 ) + 𝑖𝑖𝑐𝑐𝑖𝑖𝑛𝑛 ( 2𝑗𝑗𝑗𝑗𝑛𝑛 +  2𝑙𝑙𝑗𝑗

𝑛𝑛 )) = 𝛿𝛿 (𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 ( 2(𝑗𝑗+𝑙𝑙)𝑗𝑗𝑛𝑛 ) + 𝑖𝑖𝑐𝑐𝑖𝑖𝑛𝑛 ( 2(𝑗𝑗+𝑙𝑙)𝑗𝑗𝑛𝑛 ))

𝛿𝛿 (𝑤𝑤𝑗𝑗. 𝑤𝑤𝑙𝑙) = 𝛿𝛿 (𝑤𝑤𝑗𝑗+𝑙𝑙) = 𝑗𝑗 + 𝑙𝑙̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑗𝑗̅ + 𝑙𝑙 ̅ = 𝛿𝛿(𝑤𝑤𝑗𝑗) + 𝛿𝛿(𝑤𝑤𝑙𝑙)
𝕌𝕌𝑛𝑛 ≅ ℤ𝑛𝑛

𝑛𝑛
�̅�𝑥 ℤ ≡ (𝑚𝑚𝑐𝑐𝑚𝑚 𝑛𝑛)

𝕌𝕌𝑛𝑛

ℤ𝑛𝑛

ℤ𝑛𝑛

𝕌𝕌𝑛𝑛
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𝐺𝐺 ∗
𝑔𝑔 ∈ 𝐺𝐺

〈𝑔𝑔〉 = {𝑔𝑔𝑛𝑛/ 𝑛𝑛 ∈ ℤ} 𝑔𝑔 ∈ 𝐺𝐺
∗ 𝑒𝑒 𝑡𝑡

𝑔𝑔𝑡𝑡 = 𝑒𝑒 𝑔𝑔
〈𝑔𝑔〉 = {𝑔𝑔𝑛𝑛/ 𝑛𝑛 ∈ ℤ} = 𝐺𝐺 𝐺𝐺

𝑔𝑔 𝐺𝐺

𝕌𝕌𝑛𝑛 ℤ𝑛𝑛

𝟑𝟑. 𝟒𝟒 𝐎𝐎𝐎𝐎𝐎𝐎𝐎𝐎𝐎𝐎𝐎𝐎𝐎𝐎çã𝐨𝐨: se 2 < 𝑛𝑛 ∈ ℤ e 𝑛𝑛 é ímpar, vale que ∏ 𝑤𝑤𝑘𝑘

𝑛𝑛−1

𝑘𝑘=0
= 1.

que 𝛿𝛿 (∏ 𝑤𝑤𝑘𝑘

𝑛𝑛−1

𝑘𝑘=0
)  =  𝛿𝛿(𝑤𝑤0+1+⋯(𝑛𝑛−1)) =  0 + 1 + ⋯ (𝑛𝑛 − 1)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅. E isso é, sob a barra, uma

𝛿𝛿 (∏ 𝑤𝑤𝑘𝑘

𝑛𝑛−1

𝑘𝑘=0
) = 𝑛𝑛. (𝑛𝑛 − 1)

2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

, mas como 𝑛𝑛 é impar, vale que 𝑛𝑛 = 2𝑘𝑘 + 1, 𝑘𝑘 ∈  ℤ, ou seja,  

vale que 𝛿𝛿 (∏ 𝑤𝑤𝑘𝑘

𝑛𝑛−1

𝑘𝑘=0
) = 𝑛𝑛. 2𝑘𝑘

2
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

=  𝑛𝑛. 𝑘𝑘̅̅ ̅̅ ̅ = 0̅ .

𝛿𝛿 𝛿𝛿

𝛿𝛿 (1 = 𝑤𝑤0 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐  2.0. 𝜋𝜋
𝑛𝑛 + 𝑖𝑖𝑐𝑐𝑒𝑒𝑛𝑛  2.0. 𝜋𝜋

𝑛𝑛 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐0 + 𝑖𝑖𝑐𝑐𝑒𝑒𝑛𝑛0) = 0̅, resta que ∏ 𝑤𝑤𝑘𝑘

𝑛𝑛−1

𝑘𝑘=0
= 1.∎

              E o que é    ∑ 𝑤𝑤𝑘𝑘

𝑛𝑛−1

𝑘𝑘=0
= 𝑤𝑤0 + 𝑤𝑤1 + ⋯ + 𝑤𝑤𝑛𝑛−1, se 2 < 𝑛𝑛 ∈ ℤ? Curiosamente, essa

𝑛𝑛

𝑛𝑛 = 4

𝑤𝑤0 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐  2.0.𝜋𝜋
4 + 𝑖𝑖𝑐𝑐𝑒𝑒𝑛𝑛  2.0.𝜋𝜋

4 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐0 + 𝑖𝑖𝑐𝑐𝑒𝑒𝑛𝑛0 = 1
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𝑤𝑤1 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐  2.1.𝜋𝜋
4 + 𝑖𝑖𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖  2.1.𝜋𝜋

4 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜋𝜋
2 + 𝑖𝑖𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 𝜋𝜋

2 = 0 + 𝑖𝑖

𝑤𝑤2 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 4𝜋𝜋
4 + 𝑖𝑖𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 4𝜋𝜋

4 = −1 + 0𝑖𝑖

𝑤𝑤3 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 3𝜋𝜋
2 + 𝑖𝑖𝑐𝑐𝑖𝑖𝑖𝑖 3𝜋𝜋

2 = 0 − 𝑖𝑖

𝑤𝑤0 + 𝑤𝑤1 + 𝑤𝑤2 + 𝑤𝑤3 = 0

𝑤𝑤0 + 𝑤𝑤1 = 1 + 𝑖𝑖
𝕌𝕌4

𝑖𝑖
𝕌𝕌𝑛𝑛

𝕌𝕌𝑛𝑛

ℤ𝑛𝑛

∗ 𝐺𝐺
𝐺𝐺 ∗ (𝐺𝐺,∗)

∀ 𝑔𝑔1, 𝑔𝑔2, 𝑔𝑔3 ∈ 𝐺𝐺
− (𝑔𝑔1 ∗ 𝑔𝑔2) ∗ 𝑔𝑔3 = 𝑔𝑔1 ∗ (𝑔𝑔2 ∗ 𝑔𝑔3)
− ∃ 𝑖𝑖 ∈ 𝐺𝐺 𝑖𝑖 ∗ 𝑔𝑔1 = 𝑔𝑔1 ∗ 𝑖𝑖 = 𝑔𝑔1

− ∃𝑔𝑔1
−1  ∈ 𝐺𝐺 𝑔𝑔1

−1 ∗ 𝑔𝑔1 = 𝑔𝑔1 ∗ 𝑔𝑔1
−1 = 𝑖𝑖

𝐺𝐺

− 𝑔𝑔1 ∗ 𝑔𝑔2 =  𝑔𝑔2 ∗ 𝑔𝑔1

(ℤ𝑛𝑛, +) ∀ 2 < 𝑖𝑖 ∈ ℤ (𝕌𝕌𝑛𝑛, . ) ≅ (ℤ𝑛𝑛, +)
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𝑛𝑛

𝑛𝑛 > 2

ℤ𝑛𝑛

2 < 𝑛𝑛 ∈ ℤ

𝑈𝑈 = {𝑧𝑧 ∈ ℂ/ |𝑧𝑧| = 1} ℂ
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–
–

.
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𝑃𝑃 =
{𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐, 𝑑𝑑, 𝑒𝑒, 𝑓𝑓, 𝑔𝑔, ℎ, 𝑖𝑖, 𝑗𝑗, 𝑘𝑘, 𝑙𝑙, 𝑚𝑚, 𝑛𝑛, 𝑜𝑜, 𝑝𝑝, 𝑞𝑞, 𝑟𝑟, 𝑠𝑠, 𝑡𝑡, 𝑢𝑢, 𝑣𝑣, 𝑤𝑤, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑧𝑧, á, à, â, ã, é, ê, í, ó, ô, õ, ú, _},

"_"
“pneumoultramicroscopicossilicovulcanoconiótico”

𝑃𝑃 𝑃𝑃

acréscimos de “espaços” ao fim, podemos fazer com que cada palavra escrita com 
𝑃𝑃

𝐶𝐶 ⊂ 𝑃𝑃46

𝐶𝐶
“telefone”, “bola” e “caneca” 

“belefone”, 
“wola” “canela” 𝐶𝐶

“belefone” é “ ”, todavia, a 
“wola”

𝐶𝐶

                                                           
1 Doença pulmonar causada pela inalação de cinzas de origem vulcânica. 
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“fonte”

𝐹𝐹 = {0,1}
𝐹𝐹2 = {(0,0), (0,1), }(1,0), (1,1)}

(𝑎𝑎, 𝑏𝑏) ∈ 𝐹𝐹2

𝑎𝑎𝑏𝑏 00 01 10 11 “código da 
fonte”

“para a esquerda”

10

10

“código de canal”
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“para a esquerda” 
00 00000

10000

10000 00000
00000

 

𝐴𝐴
|𝐴𝐴| = 𝑞𝑞

𝐴𝐴𝑛𝑛 𝑛𝑛 ∈ ℕ 𝑢𝑢, 𝑣𝑣 ∈ 𝐴𝐴𝑛𝑛

“distância de Hamming” 𝑑𝑑(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) = |{𝑖𝑖, 𝑢𝑢𝑖𝑖 ≠ 𝑣𝑣𝑖𝑖, 1 ≤ 𝑖𝑖 ≤ 𝑛𝑛  }|

Codificador 
da fonte 

Fonte Codificador 
de canal 

Canal 

Decodificador 
De canal 

Decodificador 
da fonte 

Usuário 
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𝐴𝐴 = {0,1} 𝑛𝑛 = 4 |𝐴𝐴4| = 16
{0000, 0001, 1010, 1011, 1111} ⊂ 𝐴𝐴4 𝑑𝑑(1010, 1011) = 1 𝑑𝑑(0001, 1011) =
2 𝑑𝑑(0001, 1111) = 3 𝑑𝑑(0000, 1111) = 4

𝑢𝑢, 𝑣𝑣, 𝑤𝑤 ∈ 𝐴𝐴𝑛𝑛 𝑢𝑢 =
𝑢𝑢1𝑢𝑢2𝑢𝑢3 … 𝑢𝑢𝑛𝑛 𝑣𝑣 = 𝑣𝑣1𝑣𝑣2𝑣𝑣3 … 𝑣𝑣𝑛𝑛 𝑤𝑤 = 𝑤𝑤1𝑤𝑤2𝑤𝑤3 … 𝑤𝑤𝑛𝑛 𝑢𝑢𝑖𝑖, 𝑣𝑣𝑖𝑖𝑤𝑤𝑖𝑖 ∈ {0,1}
𝑖𝑖 ∈ {1, 2, … , 𝑛𝑛} 𝑢𝑢𝑖𝑖 = 𝑣𝑣𝑖𝑖 𝑑𝑑(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) = 0 𝑘𝑘 𝑖𝑖
𝑢𝑢𝑖𝑖 ≠ 𝑣𝑣𝑖𝑖 𝑑𝑑(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) = 𝑘𝑘 > 0 𝑑𝑑(𝑣𝑣, 𝑢𝑢) = 𝑘𝑘 > 0
𝑑𝑑(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) ≥ 0 𝑑𝑑(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) = 𝑑𝑑(𝑣𝑣, 𝑢𝑢)

𝑖𝑖 𝑖𝑖 − é𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑑𝑑(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) 𝑑𝑑(𝑣𝑣, 𝑤𝑤) 𝑑𝑑(𝑢𝑢, 𝑤𝑤) 𝑢𝑢𝑖𝑖 = 𝑣𝑣𝑖𝑖 𝑢𝑢𝑖𝑖 ≠

𝑣𝑣𝑖𝑖 𝑣𝑣𝑖𝑖 = 𝑤𝑤𝑖𝑖 𝑣𝑣𝑖𝑖 ≠ 𝑤𝑤𝑖𝑖 𝑢𝑢𝑖𝑖 = 𝑤𝑤𝑖𝑖 𝑢𝑢𝑖𝑖 ≠ 𝑤𝑤𝑖𝑖

𝑑𝑑(𝑢𝑢, 𝑤𝑤) 𝑖𝑖 − é𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑢𝑢 𝑤𝑤 0 𝑢𝑢𝑖𝑖 = 𝑤𝑤𝑖𝑖, 
𝑑𝑑(𝑢𝑢, 𝑤𝑤) ≤ 𝑑𝑑(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) + 𝑑𝑑(𝑣𝑣, 𝑤𝑤) 𝑖𝑖 − é𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝑠𝑠

𝑢𝑢𝑖𝑖 𝑣𝑣𝑖𝑖 𝑣𝑣𝑖𝑖 𝑤𝑤𝑖𝑖 𝑑𝑑(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) + 𝑑𝑑(𝑣𝑣, 𝑤𝑤) 0, 1 2 𝑢𝑢𝑖𝑖 ≠
𝑤𝑤𝑖𝑖 𝑢𝑢𝑖𝑖 = 𝑣𝑣𝑖𝑖 𝑣𝑣𝑖𝑖 = 𝑤𝑤𝑖𝑖

𝑖𝑖 − é𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑢𝑢𝑖𝑖 𝑣𝑣𝑖𝑖 𝑣𝑣𝑖𝑖 𝑤𝑤𝑖𝑖 𝑑𝑑(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) +
𝑑𝑑(𝑣𝑣, 𝑤𝑤) 1 𝑖𝑖 − é𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝑠𝑠

𝑢𝑢𝑖𝑖 𝑤𝑤𝑖𝑖 𝑑𝑑(𝑢𝑢, 𝑤𝑤) 𝑑𝑑(𝑢𝑢, 𝑤𝑤) ≤ 𝑑𝑑(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) +
𝑑𝑑(𝑣𝑣, 𝑤𝑤) 𝐴𝐴𝑛𝑛

𝑐𝑐 ∈ 𝐴𝐴𝑛𝑛 𝑟𝑟 ∈ ℝ 𝑟𝑟 ≥ 0
𝐷𝐷(𝑐𝑐, 𝑟𝑟) = {𝑢𝑢 ∈ 𝐴𝐴𝑛𝑛; 𝑑𝑑(𝑢𝑢, 𝑐𝑐) ≤ 𝑟𝑟} 𝑐𝑐 𝑟𝑟

𝑐𝑐 𝑟𝑟
𝑆𝑆(𝑐𝑐, 𝑟𝑟) = {𝑢𝑢 ∈ 𝐴𝐴𝑛𝑛; 𝑑𝑑(𝑢𝑢, 𝑐𝑐) = 𝑟𝑟}

|𝐴𝐴| = 𝑞𝑞 𝑢𝑢 ∈ 𝐴𝐴𝑛𝑛 𝑞𝑞 − 1
𝑢𝑢 𝑣𝑣 𝑣𝑣 ≠ 𝑢𝑢

𝑖𝑖 𝑣𝑣 𝑢𝑢
(𝑞𝑞 − 1)𝑖𝑖 𝑢𝑢 𝑛𝑛

𝑖𝑖 𝑢𝑢 (𝑛𝑛
𝑖𝑖 )
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𝑣𝑣 𝑑𝑑(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) = 𝑖𝑖

𝑆𝑆 𝑐𝑐 𝑖𝑖 |𝑆𝑆(𝑐𝑐, 𝑖𝑖)| = (𝑛𝑛
𝑖𝑖 ) . (𝑞𝑞 − 1)𝑖𝑖

𝑆𝑆(𝑐𝑐, 𝑖𝑖) ∩ 𝑆𝑆(𝑐𝑐, 𝑗𝑗) = ∅ 𝑖𝑖 ≠ 𝑗𝑗 ⋃ 𝑆𝑆(𝑐𝑐, 𝑖𝑖) = 𝐷𝐷(𝑐𝑐, 𝑟𝑟)𝑟𝑟
𝑖𝑖=0

𝐷𝐷 |𝐷𝐷(𝑐𝑐, 𝑟𝑟)| = |⋃ 𝑆𝑆(𝑐𝑐, 𝑖𝑖)𝑟𝑟
𝑖𝑖=0 | = ∑ |𝑆𝑆(𝑐𝑐, 𝑖𝑖)| =𝑟𝑟

𝑖𝑖=0

∑ (𝑛𝑛
𝑖𝑖 ) . (𝑞𝑞 − 1)𝑖𝑖𝑟𝑟

𝑖𝑖=0 𝑆𝑆(𝑐𝑐, 𝑟𝑟) 𝐷𝐷(𝑐𝑐, 𝑟𝑟)

𝐶𝐶
𝑑𝑑 𝑑𝑑 = 𝑚𝑚𝑖𝑖𝑛𝑛{𝑑𝑑(𝑢𝑢, 𝑣𝑣); 𝑢𝑢, 𝑣𝑣 ∈ 𝐶𝐶 𝑒𝑒 𝑢𝑢 ≠ 𝑣𝑣}

𝐶𝐶 ⊂ 𝐹𝐹5 𝐶𝐶 =
{𝑢𝑢1, 𝑢𝑢2, 𝑢𝑢3, 𝑢𝑢4} = {00000, 01011, 10110, 11101} 𝑑𝑑(𝑢𝑢1, 𝑢𝑢2) =
𝑑𝑑(𝑢𝑢1, 𝑢𝑢3) = 𝑑𝑑(𝑢𝑢2, 𝑢𝑢4) = 𝑑𝑑(𝑢𝑢3, 𝑢𝑢4) = 3 𝑑𝑑(𝑢𝑢1, 𝑢𝑢4) = 𝑑𝑑(𝑢𝑢2, 𝑢𝑢3) = 4 𝑑𝑑 =
𝑚𝑚𝑖𝑖𝑛𝑛{3, 4} = 3

𝑑𝑑

(|𝐶𝐶|
2 ) |𝐶𝐶| 𝐶𝐶

𝐶𝐶 𝑑𝑑 𝜅𝜅 = [𝑑𝑑−1
2 ]

[𝑑𝑑−1
2 ] 𝑑𝑑−1

2

𝐶𝐶 𝑑𝑑
𝑐𝑐 𝑐𝑐′ ∈ 𝐶𝐶 𝑐𝑐 ≠ 𝑐𝑐′ 𝐷𝐷(𝑐𝑐, 𝜅𝜅)⋂𝐷𝐷(𝑐𝑐′, 𝜅𝜅) = ∅

𝐶𝐶 𝑑𝑑 − 1

𝐶𝐶 𝜅𝜅 = [𝑑𝑑−1
2 ]

𝐷𝐷(𝑐𝑐, 𝜅𝜅)⋂𝐷𝐷(𝑐𝑐′, 𝜅𝜅) ≠ ∅ 𝑢𝑢 ∈
𝐷𝐷(𝑐𝑐, 𝜅𝜅)⋂𝐷𝐷(𝑐𝑐′, 𝜅𝜅) 𝑑𝑑(𝑢𝑢, 𝑐𝑐) ≤ 𝜅𝜅 𝑑𝑑(𝑢𝑢, 𝑐𝑐′) ≤ 𝜅𝜅

𝑑𝑑(𝑢𝑢, 𝑐𝑐) = 𝑑𝑑(𝑐𝑐, 𝑢𝑢) 𝑑𝑑(𝑐𝑐, 𝑐𝑐′) ≤ 𝑑𝑑(𝑐𝑐, 𝑢𝑢) + 𝑑𝑑(𝑢𝑢, 𝑐𝑐′)
𝑑𝑑(𝑐𝑐, 𝑐𝑐′) ≤ 𝜅𝜅 + 𝜅𝜅 = 2𝜅𝜅 ≤ 𝑑𝑑 − 1 𝑑𝑑

𝑐𝑐 𝑐𝑐′ ∈ 𝐶𝐶 𝑐𝑐 ≠ 𝑐𝑐′ 𝐷𝐷(𝑐𝑐, 𝜅𝜅)⋂𝐷𝐷(𝑐𝑐′, 𝜅𝜅) = ∅
𝑑𝑑 𝐶𝐶 𝑐𝑐 ∈

𝐶𝐶 𝑐𝑐′ 𝐶𝐶 𝑑𝑑
𝑐𝑐 𝐶𝐶
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𝑑𝑑 − 1 𝐶𝐶

𝑐𝑐 ∈ 𝐶𝐶 𝑡𝑡 𝑡𝑡 ≤ 𝜅𝜅 𝑟𝑟
𝑑𝑑(𝑟𝑟, 𝑐𝑐) = 𝑡𝑡 ≤ 𝜅𝜅

𝑟𝑟 𝐶𝐶 𝜅𝜅 𝑐𝑐
𝑟𝑟

𝐴𝐴 𝑛𝑛 𝐴𝐴𝑛𝑛

𝑛𝑛

𝑓𝑓: 𝐴𝐴𝑛𝑛 → 𝐴𝐴𝑛𝑛 𝐴𝐴𝑛𝑛 𝑓𝑓
𝑑𝑑(𝑓𝑓(𝑥𝑥), 𝑓𝑓(𝑦𝑦)) = 𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 ∈

𝐴𝐴𝑛𝑛

𝑓𝑓: 𝐴𝐴𝑛𝑛 → 𝐴𝐴𝑛𝑛 𝐴𝐴𝑛𝑛

𝑓𝑓
𝑓𝑓−1 𝐴𝐴𝑛𝑛

𝑔𝑔 𝐴𝐴𝑛𝑛 𝑓𝑓 ∘ 𝑔𝑔 𝐴𝐴𝑛𝑛

𝑓𝑓: 𝐴𝐴𝑛𝑛 → 𝐴𝐴𝑛𝑛 𝐴𝐴𝑛𝑛 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 ∈ 𝐴𝐴𝑛𝑛

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑦𝑦) 𝑑𝑑(𝑓𝑓(𝑥𝑥), 𝑓𝑓(𝑦𝑦)) = 0 𝑓𝑓: 𝐴𝐴𝑛𝑛 → 𝐴𝐴𝑛𝑛

𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 𝑑𝑑(𝑓𝑓(𝑥𝑥), 𝑓𝑓(𝑦𝑦)) 𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 0
𝑥𝑥 = 𝑦𝑦 𝑓𝑓 𝐴𝐴𝑛𝑛  𝑓𝑓

𝑓𝑓
𝑓𝑓−1 𝑑𝑑(𝑓𝑓−1(𝑥𝑥), 𝑓𝑓−1(𝑦𝑦)) =

𝑑𝑑(𝑓𝑓(𝑓𝑓−1(𝑥𝑥)), 𝑓𝑓(𝑓𝑓−1(𝑦𝑦)) ) = 𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) 𝑓𝑓−1 𝐴𝐴𝑛𝑛

𝑓𝑓 𝑔𝑔 𝐴𝐴𝑛𝑛 𝑑𝑑 (𝑓𝑓(𝑔𝑔(𝑥𝑥)), 𝑓𝑓(𝑔𝑔(𝑦𝑦))) = 𝑑𝑑(𝑔𝑔(𝑥𝑥), 𝑔𝑔(𝑦𝑦)) =

𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) 𝑓𝑓 ∘ 𝑔𝑔 𝐴𝐴𝑛𝑛

Revista Elementos • 4ª edição • ano 2014



71

𝐼𝐼𝐴𝐴𝑛𝑛: 𝐴𝐴𝑛𝑛 → 𝐴𝐴𝑛𝑛 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 ∈
𝐴𝐴𝑛𝑛 𝐼𝐼𝐴𝐴𝑛𝑛(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥 𝐼𝐼𝐴𝐴𝑛𝑛(𝑦𝑦) = 𝑦𝑦 𝑑𝑑(𝐼𝐼𝐴𝐴𝑛𝑛(𝑥𝑥), 𝐼𝐼𝐴𝐴𝑛𝑛(𝑦𝑦)) = 𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)

𝐼𝐼𝐴𝐴𝑛𝑛 𝐴𝐴𝑛𝑛

𝐶𝐶1 𝐶𝐶2 𝐴𝐴𝑛𝑛 𝐶𝐶1 𝐶𝐶2
𝑓𝑓 𝐴𝐴𝑛𝑛 𝑓𝑓(𝐶𝐶1) = 𝐶𝐶2

𝐶𝐶 ⊂ 𝐴𝐴𝑛𝑛

𝑛𝑛 |𝐶𝐶| = 𝑀𝑀 𝑑𝑑
𝐶𝐶 ⊂ 𝐴𝐴𝑛𝑛 [𝑛𝑛,𝑀𝑀, 𝑑𝑑]

[𝑛𝑛,𝑀𝑀, 𝑑𝑑] 𝐶𝐶1
𝐴𝐴𝑛𝑛 𝐶𝐶2 𝐴𝐴𝑛𝑛 𝑛𝑛 𝐶𝐶1
𝐶𝐶2 𝑓𝑓 𝐴𝐴𝑛𝑛 𝑓𝑓(𝐶𝐶1) = 𝐶𝐶2

𝑓𝑓 |𝐶𝐶2| = |𝐶𝐶1| = 𝑀𝑀 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 ∈ 𝐶𝐶1
𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 𝑑𝑑 𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 𝑑𝑑(𝑓𝑓(𝑥𝑥), 𝑓𝑓(𝑦𝑦)) = 𝑑𝑑

𝐶𝐶2 𝑑𝑑 𝐶𝐶2 [𝑛𝑛,𝑀𝑀, 𝑑𝑑]

𝐾𝐾 𝑞𝑞
1 ≤ 𝑛𝑛 ∈ ℕ 𝐾𝐾𝑛𝑛 𝑘𝑘

𝑛𝑛

𝐶𝐶 ⊂ 𝐾𝐾𝑛𝑛 𝐶𝐶
𝐾𝐾𝑛𝑛

𝐶𝐶 ⊂
𝐹𝐹5 𝐹𝐹5

𝑘𝑘 𝐶𝐶
𝐶𝐶 𝑢𝑢1, 𝑢𝑢2, 𝑢𝑢3, … , 𝑢𝑢𝑘𝑘 𝑢𝑢 ∈ 𝐶𝐶

𝑢𝑢 = 𝛼𝛼1 ∙ 𝑢𝑢1 + 𝛼𝛼2 ∙ 𝑢𝑢2 + 𝛼𝛼3 ∙ 𝑢𝑢3 + ⋯+ 𝛼𝛼𝑘𝑘 ∙ 𝑢𝑢𝑘𝑘 ∀𝛼𝛼𝑖𝑖 ∈ 𝐾𝐾
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𝐶𝐶 𝑀𝑀 = |𝐶𝐶| = 𝑞𝑞𝑘𝑘 dim 𝐶𝐶 = 𝑘𝑘 =
log𝑞𝑞 𝑞𝑞𝑘𝑘 = log𝑞𝑞 𝑀𝑀

𝑑𝑑
𝑢𝑢 𝐾𝐾𝑛𝑛 𝜔𝜔(𝑢𝑢) = 𝑑𝑑(𝑢𝑢, 0)

𝐶𝐶
𝐶𝐶 𝜔𝜔(𝐶𝐶) = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚{𝜔𝜔(𝑢𝑢); 𝑢𝑢 ∈ 𝐶𝐶\{0}}

𝐶𝐶 ⊂ 𝐾𝐾𝑛𝑛 𝑑𝑑
∀ 𝑢𝑢, 𝑣𝑣 ∈ 𝐾𝐾𝑛𝑛 𝑑𝑑(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) = 𝜔𝜔(𝑢𝑢 − 𝑣𝑣) 𝑑𝑑 = 𝜔𝜔(𝐶𝐶)

𝑢𝑢, 𝑣𝑣 ∈ 𝐾𝐾𝑛𝑛 𝑑𝑑(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) =
𝑑𝑑(𝑢𝑢 − 𝑣𝑣, 0) = 𝜔𝜔(𝑢𝑢 − 𝑣𝑣) 𝑢𝑢, 𝑣𝑣 ∈ 𝐶𝐶 𝑢𝑢 ≠ 𝑣𝑣 𝐶𝐶
𝑑𝑑 = 𝑑𝑑(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) 𝑤𝑤 ∈ 𝐶𝐶\{0} 𝑤𝑤 = 𝑢𝑢 − 𝑣𝑣 𝑑𝑑 = 𝑑𝑑(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) = 𝜔𝜔(𝑢𝑢 − 𝑣𝑣) =
𝜔𝜔(𝑤𝑤) = 𝜔𝜔(𝐶𝐶)

𝐾𝐾 𝑞𝑞
𝐶𝐶 ⊂ 𝐾𝐾𝑛𝑛 (𝑚𝑚, 𝑘𝑘, 𝑑𝑑) 𝐶𝐶 𝑚𝑚

𝐶𝐶 𝑘𝑘
𝐶𝐶 𝐾𝐾 𝑑𝑑 𝜔𝜔(𝐶𝐶)

𝐶𝐶 𝐵𝐵 = {𝑢𝑢1, 𝑢𝑢2, 𝑢𝑢3, … , 𝑢𝑢𝑘𝑘} 𝐶𝐶
𝑢𝑢𝑖𝑖 = (𝑣𝑣𝑖𝑖1, 𝑣𝑣𝑖𝑖2, 𝑣𝑣𝑖𝑖3, … , 𝑣𝑣𝑖𝑖𝑛𝑛) 1 ≤ 𝑚𝑚 ≤ 𝑘𝑘 𝐺𝐺 =

[
𝑣𝑣11 𝑣𝑣12
𝑣𝑣21 𝑣𝑣22

    ⋯ 𝑣𝑣1𝑛𝑛
⋯ 𝑣𝑣2𝑛𝑛

⋮ ⋮
𝑣𝑣𝑘𝑘1 𝑣𝑣𝑘𝑘2

    ⋱ ⋮
⋯ 𝑣𝑣𝑘𝑘𝑛𝑛

] 𝐶𝐶 𝐵𝐵

𝐶𝐶 𝐶𝐶
𝐶𝐶

𝑇𝑇: 𝐾𝐾𝑘𝑘 → 𝐾𝐾𝑛𝑛

𝑥𝑥 ∈ 𝐾𝐾𝑘𝑘 𝑇𝑇(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥 ∙ 𝐺𝐺 𝑥𝑥 ∈ 𝐾𝐾𝑘𝑘 𝑥𝑥 𝑘𝑘
𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3, … , 𝑥𝑥𝑘𝑘 𝑇𝑇(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥1 ∙ 𝑣𝑣1 + 𝑥𝑥2 ∙ 𝑣𝑣2 + 𝑥𝑥3 ∙ 𝑣𝑣3 + ⋯ + 𝑥𝑥𝑘𝑘 ∙ 𝑣𝑣𝑘𝑘

𝑇𝑇(𝐾𝐾𝑘𝑘) = 𝐶𝐶 𝐾𝐾𝑘𝑘 𝐶𝐶
𝑇𝑇
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𝑘𝑘
𝐾𝐾𝑛𝑛 𝑘𝑘

𝑛𝑛

𝐹𝐹 = {0,1} 𝐺𝐺 =

[
1 0 0
1 1 0
0 1 1

    
1 0
0 1
1 0

] 𝐶𝐶 ⊂ 𝐹𝐹5

𝐹𝐹3 𝐺𝐺

𝑞𝑞 = 2
𝐹𝐹 = {0,1} k = dim𝐶𝐶 = 3 𝐶𝐶 𝑀𝑀 =

23 = 8 𝐶𝐶
𝐶𝐶 = {00000, 10101, 11010, 11111, 01111, 01010, 00101, 10000}

𝐶𝐶
𝐺𝐺

𝐺𝐺′ [𝐼𝐼𝑘𝑘|𝐴𝐴]

[
1 0 0
1 1 0
0 1 1

    
1 0
0 1
1 0

] 𝐿𝐿2  →  𝐿𝐿1 + 𝐿𝐿2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ [
1 0 0
0 1 0
0 1 1

    
1 0
1 1
1 0

] 𝐿𝐿3  →   𝐿𝐿2 + 𝐿𝐿3⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ [
1 0 0
0 1 0
0 0 1

    
1 0
1 1
0 1

] = 𝐺𝐺′

𝐺𝐺′ 𝐺𝐺
𝐶𝐶 𝐺𝐺′ =

[𝐼𝐼𝑘𝑘|𝐴𝐴] 𝐼𝐼𝑘𝑘 𝑘𝑘 𝐴𝐴
𝑘𝑘 × (𝑛𝑛 − 𝑘𝑘) 𝐺𝐺′

𝑘𝑘
𝑛𝑛 − 𝑘𝑘

𝐺𝐺  𝐶𝐶

𝐺𝐺
𝑘𝑘

𝐺𝐺
𝐺𝐺 𝐺𝐺′

𝐶𝐶′ ⊂ 𝐹𝐹5 𝐶𝐶
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𝐺𝐺 = [
0 1 0
0 0 1
0 0 0

    
1 0
0 0
0 1

]
𝑐𝑐1 → 𝑐𝑐4
𝑐𝑐2 → 𝑐𝑐3⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

[
1 0 0
0 1 0
0 0 1

    
1 0
0 0
0 0

] = 𝐺𝐺′

𝐶𝐶 𝐶𝐶′ 𝐶𝐶

𝐶𝐶 𝐺𝐺 = [
𝑥𝑥11 𝑥𝑥12
𝑥𝑥21 𝑥𝑥22

    … 𝑥𝑥1𝑛𝑛
… 𝑥𝑥2𝑛𝑛

⋮ ⋮
𝑥𝑥𝑘𝑘1 𝑥𝑥𝑘𝑘2

    ⋱ ⋮
… 𝑥𝑥𝑘𝑘𝑛𝑛

]

𝐺𝐺 𝐺𝐺 𝐶𝐶

𝑥𝑥11 ≠ 0 𝑥𝑥11

𝑥𝑥11
−1 [

𝑥𝑥11 𝑥𝑥12
𝑥𝑥21 𝑥𝑥22

    … 𝑥𝑥1𝑛𝑛
… 𝑥𝑥2𝑛𝑛

⋮ ⋮
𝑥𝑥𝑘𝑘1 𝑥𝑥𝑘𝑘2

    ⋱ ⋮
… 𝑥𝑥𝑘𝑘𝑛𝑛

] 𝐿𝐿1 → 𝑥𝑥11
−1 ∙ 𝐿𝐿1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ [

1 𝑦𝑦12
𝑥𝑥21 𝑥𝑥22

    … 𝑦𝑦1𝑛𝑛
… 𝑥𝑥2𝑛𝑛

⋮ ⋮
𝑥𝑥𝑘𝑘1 𝑥𝑥𝑘𝑘2

    ⋱ ⋮
… 𝑥𝑥𝑘𝑘𝑛𝑛

]

−𝑥𝑥21 −𝑥𝑥𝑘𝑘1

[
1 𝑦𝑦12
0 𝑦𝑦22

    … 𝑦𝑦1𝑛𝑛
… 𝑦𝑦2𝑛𝑛

⋮ ⋮
0 𝑦𝑦𝑘𝑘2

    ⋱ ⋮
… 𝑦𝑦𝑘𝑘𝑛𝑛

]

−𝑦𝑦12 −𝑦𝑦13 −𝑦𝑦𝑘𝑘2 [
1 0
0 1    

… 𝑧𝑧1𝑛𝑛
… 𝑧𝑧2𝑛𝑛

⋮ ⋮
0 0    

⋱ ⋮
… 𝑧𝑧𝑘𝑘𝑛𝑛

]

𝑘𝑘 𝐺𝐺′ = [𝐼𝐼𝑘𝑘|𝐴𝐴]

𝐶𝐶⊥ 𝐶𝐶
𝐾𝐾𝑛𝑛 𝐶𝐶
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𝐶𝐶⊥

𝐾𝐾𝑛𝑛 𝑢𝑢, 𝑣𝑣 ∈ 𝐶𝐶⊥ 𝛼𝛼, 𝛽𝛽 ∈ 𝐾𝐾 𝑤𝑤 ∈ 𝐶𝐶 〈𝛼𝛼 ∙ 𝑢𝑢 + 𝛽𝛽 ∙ 𝑣𝑣, 𝑤𝑤〉 = 𝛼𝛼 ∙ 〈𝑢𝑢, 𝑤𝑤〉 +
𝛽𝛽 ∙ 〈𝑣𝑣, 𝑤𝑤〉 = 0 𝐺𝐺 𝐶𝐶 𝑤𝑤 ∈ 𝐶𝐶⊥ 𝐺𝐺 ∙
𝑤𝑤𝑡𝑡 = 0 𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2, 𝑣𝑣3, … , 𝑣𝑣𝑘𝑘 𝐺𝐺

𝐶𝐶 〈𝑣𝑣1, 𝑤𝑤𝑡𝑡〉 = 〈𝑣𝑣2, 𝑤𝑤𝑡𝑡〉 = 〈𝑣𝑣3, 𝑤𝑤𝑡𝑡〉 = ⋯ =
〈𝑣𝑣𝑘𝑘, 𝑤𝑤𝑡𝑡〉 = 0

𝐶𝐶 𝐾𝐾𝑛𝑛 𝑘𝑘
𝐺𝐺 = [𝐼𝐼𝑘𝑘|𝐴𝐴] dim 𝐶𝐶⊥ = 𝑛𝑛 − 𝑘𝑘

𝑤𝑤 = 𝑤𝑤1, 𝑤𝑤2, 𝑤𝑤3, … , 𝑤𝑤𝑛𝑛 𝐶𝐶⊥

𝐺𝐺 ∙ 𝑤𝑤𝑡𝑡 = 0 𝐺𝐺 = [𝐼𝐼𝑘𝑘|𝐴𝐴]

𝐺𝐺 ∙ 𝑤𝑤𝑡𝑡 = [
1
0
⋮
0

  
0
1
⋮
0

  

…
…
⋱
…

  
0
0
⋮
1

  

𝑔𝑔(𝑘𝑘+1)1
𝑔𝑔(𝑘𝑘+1)2

⋮
𝑔𝑔(𝑘𝑘+1)𝑘𝑘

  

𝑔𝑔(𝑘𝑘+2)1
𝑔𝑔(𝑘𝑘+2)1

⋮
𝑔𝑔(𝑘𝑘+2)𝑘𝑘

 

…
…
⋱
…

 
𝑔𝑔𝑛𝑛1
𝑔𝑔𝑛𝑛2

⋮
𝑔𝑔𝑛𝑛𝑘𝑘

] ∙ [
𝑤𝑤1
𝑤𝑤2
⋮

𝑤𝑤𝑛𝑛

] = [
0
0
⋮
0

] ⟺

⇔ [
𝑤𝑤1
𝑤𝑤2
⋮

𝑤𝑤𝑘𝑘

] = − [

𝑔𝑔(𝑘𝑘+1)1
𝑔𝑔(𝑘𝑘+1)2

    
𝑔𝑔(𝑘𝑘+2)1
𝑔𝑔(𝑘𝑘+2)2

    ⋯⋯    𝑔𝑔𝑛𝑛1
𝑔𝑔𝑛𝑛2

⋮
𝑔𝑔(𝑘𝑘+1)𝑘𝑘

    ⋮
𝑔𝑔(𝑘𝑘+2)𝑘𝑘

    ⋱
⋯    ⋮

𝑔𝑔𝑛𝑛𝑘𝑘

] ∙ [
𝑤𝑤𝑘𝑘+1
𝑤𝑤𝑘𝑘+2

⋮
𝑤𝑤𝑛𝑛

]

𝑛𝑛 − 𝑘𝑘 𝑤𝑤𝑘𝑘+1, 𝑤𝑤𝑘𝑘+2, … , 𝑤𝑤𝑛𝑛 
dim 𝐶𝐶⊥ = 𝑛𝑛 − 𝑘𝑘

𝐶𝐶 𝐾𝐾𝑛𝑛 𝑘𝑘
𝐺𝐺 = [𝐼𝐼𝑘𝑘|𝐴𝐴] 𝐻𝐻 = [−𝐴𝐴𝑡𝑡|𝐼𝐼𝑛𝑛−𝑘𝑘]

𝐶𝐶⊥

𝑖𝑖 ∈ {1, 2, … , 𝑘𝑘} 𝑤𝑤𝑖𝑖

𝑤𝑤 ∈ 𝐶𝐶⊥ 𝑤𝑤𝑖𝑖 = −𝑔𝑔(𝑘𝑘+1)𝑖𝑖 ∙ 𝑤𝑤𝑘𝑘+1 − 𝑔𝑔(𝑘𝑘+2)𝑖𝑖 ∙ 𝑤𝑤𝑘𝑘+2 − ⋯ − 𝑔𝑔𝑛𝑛𝑖𝑖 ∙ 𝑤𝑤𝑛𝑛

𝑤𝑤 = (−𝑔𝑔(𝑘𝑘+1)1 ∙ 𝑤𝑤𝑘𝑘+1 − 𝑔𝑔(𝑘𝑘+2)1 ∙ 𝑤𝑤𝑘𝑘+2 − ⋯ − 𝑔𝑔𝑛𝑛1 ∙ 𝑤𝑤𝑛𝑛, −𝑔𝑔(𝑘𝑘+1)2 ∙ 𝑤𝑤𝑘𝑘+1 −
𝑔𝑔(𝑘𝑘+2)2 ∙ 𝑤𝑤𝑘𝑘+2 − ⋯ − 𝑔𝑔𝑛𝑛2 ∙ 𝑤𝑤𝑛𝑛, … , −𝑔𝑔(𝑘𝑘+1)𝑘𝑘 ∙ 𝑤𝑤𝑘𝑘+1 − 𝑔𝑔(𝑘𝑘+2)𝑘𝑘 ∙ 𝑤𝑤𝑘𝑘+2 − ⋯ − 𝑔𝑔𝑛𝑛𝑘𝑘 ∙
𝑤𝑤𝑛𝑛, 𝑤𝑤𝑘𝑘+1, 𝑤𝑤𝑘𝑘+2, … , 𝑤𝑤𝑛𝑛)

{(−𝑔𝑔(𝑘𝑘+1)1, … , −𝑔𝑔(𝑘𝑘+1)𝑘𝑘, 1, 0, … ,0), (−𝑔𝑔(𝑘𝑘+2)1, … , −𝑔𝑔(𝑘𝑘+2)𝑘𝑘, 0, 1, … ,0), … 
… , (−𝑔𝑔(𝑘𝑘+1)3, … , −𝑔𝑔(𝑘𝑘+1)3, 0, 0,1, … ,0), (−𝑔𝑔𝑛𝑛1, … , −𝑔𝑔𝑛𝑛𝑘𝑘, 0,0,0, … ,1) }

𝐶𝐶⊥ 𝐻𝐻 = [

−𝑔𝑔(𝑘𝑘+1)1
−𝑔𝑔(𝑘𝑘+2)1

⋮
−𝑔𝑔𝑛𝑛1

    

−𝑔𝑔(𝑘𝑘+1)2
−𝑔𝑔(𝑘𝑘+2)2

⋮
−𝑔𝑔𝑛𝑛2

    
⋯
⋯
⋱
⋯

    

−𝑔𝑔(𝑘𝑘+1)𝑘𝑘
−𝑔𝑔(𝑘𝑘+2)𝑘𝑘

⋮
−𝑔𝑔𝑛𝑛𝑘𝑘

    
1
0
⋮
0

    
0
1
⋮
0

    
⋯
⋯
⋱
⋯

    
0
0
⋮
1

]

𝐶𝐶⊥ 𝐻𝐻 = [−𝐴𝐴𝑡𝑡|𝐼𝐼𝑛𝑛−𝑘𝑘]
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𝐶𝐶 𝑘𝑘 𝐾𝐾𝑛𝑛

𝐺𝐺; 𝐻𝐻 (𝑛𝑛 − 𝑘𝑘) × 𝑛𝑛
𝐾𝐾

𝐶𝐶⊥ 𝐺𝐺 ∙ 𝐻𝐻𝑡𝑡 = 0.
𝐻𝐻

𝐾𝐾𝑛𝑛 𝑛𝑛 − 𝑘𝑘,
dim𝐶𝐶⊥ = 𝑛𝑛 − 𝑘𝑘 𝐺𝐺 ∙ 𝐻𝐻𝑡𝑡

𝐺𝐺 𝐻𝐻𝑡𝑡 𝐻𝐻𝑡𝑡

𝐻𝐻 𝐺𝐺 ∙ 𝐻𝐻𝑡𝑡 = 0 𝐺𝐺
𝐻𝐻

𝐻𝐻 𝐶𝐶⊥ 𝐻𝐻 𝐶𝐶⊥

𝐶𝐶 𝐾𝐾𝑛𝑛 (𝐶𝐶⊥)⊥ = 𝐶𝐶
𝐺𝐺 𝐻𝐻 𝐶𝐶 𝐶𝐶⊥

𝐺𝐺 ∙ 𝐻𝐻𝑡𝑡 = 0 𝐺𝐺 ∙ 𝐻𝐻𝑡𝑡 = 0 (𝐺𝐺 ∙ 𝐻𝐻𝑡𝑡)𝑡𝑡 = 0
(𝐺𝐺 ∙ 𝐻𝐻𝑡𝑡)𝑡𝑡 = (𝐻𝐻𝑡𝑡)𝑡𝑡 ∙ 𝐺𝐺𝑡𝑡 = 0 (𝐻𝐻𝑡𝑡)𝑡𝑡 =

𝐻𝐻 (𝐻𝐻𝑡𝑡)𝑡𝑡 ∙ 𝐺𝐺𝑡𝑡 = 𝐻𝐻 ∙ 𝐺𝐺𝑡𝑡 = 0 𝐺𝐺 (𝐶𝐶⊥)⊥

𝐺𝐺 𝐶𝐶 (𝐶𝐶⊥)⊥ = 𝐶𝐶

𝐶𝐶 𝐻𝐻 𝐶𝐶⊥

𝑣𝑣 𝐶𝐶 𝐻𝐻 ∙ 𝑣𝑣𝑡𝑡 = 0
(𝐶𝐶⊥)⊥ = 𝐶𝐶 𝑣𝑣 ∈ 𝐶𝐶

𝑣𝑣 ∈ (𝐶𝐶⊥)⊥

𝑣𝑣 ∈ (𝐶𝐶⊥)⊥

𝐻𝐻 ∙ 𝑣𝑣𝑡𝑡 = 0

𝑣𝑣 ∈ 𝐾𝐾𝑛𝑛 𝐶𝐶 ⊂ 𝐾𝐾𝑛𝑛

𝐻𝐻 ∙ 𝑣𝑣𝑡𝑡 = 0 𝐻𝐻 𝐶𝐶⊥

𝐶𝐶 𝐻𝐻 ∙ 𝑣𝑣𝑡𝑡 𝑣𝑣 ∈ 𝐾𝐾𝑛𝑛

𝑣𝑣
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𝐻𝐻 𝐶𝐶
𝐾𝐾 𝜔𝜔(𝐶𝐶) 𝐶𝐶 𝑝𝑝

𝑝𝑝 − 1 𝐻𝐻
𝑝𝑝 − 1 𝐻𝐻

𝑝𝑝 𝐻𝐻
(⇐) (𝑝𝑝 − 1) − 𝑢𝑢𝑝𝑝𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢 𝐻𝐻

𝜔𝜔(𝑣𝑣) ≤ 𝑝𝑝 − 1 𝑣𝑣 = 𝑣𝑣1𝑣𝑣2 … 𝑣𝑣𝑛𝑛

𝐶𝐶 𝐻𝐻. 𝑣𝑣𝑡𝑡 = 0 𝐻𝐻. 𝑣𝑣𝑡𝑡 =

[
ℎ11
ℎ21

⋮
ℎ(𝑛𝑛−𝑘𝑘)1

    
ℎ12
ℎ22

⋮
ℎ(𝑛𝑛−𝑘𝑘)2

    
⋯
⋯
⋱
⋯

    
ℎ1𝑛𝑛
ℎ2𝑛𝑛

⋮
ℎ(𝑛𝑛−𝑘𝑘)𝑛𝑛

] ∙ [
𝑣𝑣1
𝑣𝑣2
⋮

𝑣𝑣𝑛𝑛

] = [
0
0
⋮
0

]

{
ℎ11 ∙ 𝑣𝑣1 + ℎ12 ∙ 𝑣𝑣2 + ⋯ + ℎ1𝑛𝑛 ∙ 𝑣𝑣𝑛𝑛 = 0
ℎ21 ∙ 𝑣𝑣1 + ℎ22 ∙ 𝑣𝑣2 + ⋯ + ℎ2𝑛𝑛 ∙ 𝑣𝑣𝑛𝑛 = 0

⋮
ℎ(𝑛𝑛−𝑘𝑘)1 ∙ 𝑣𝑣1 + ℎ(𝑛𝑛−𝑘𝑘)2 ∙ 𝑣𝑣2 + ⋯ + ℎ(𝑛𝑛−𝑘𝑘)1𝑛𝑛 ∙ 𝑣𝑣𝑛𝑛 = 0

(ℎ11 + ℎ21 + ⋯ + ℎ(𝑛𝑛−𝑘𝑘)1) ∙ 𝑣𝑣1 + ⋯ + (ℎ1𝑛𝑛 + ℎ2𝑛𝑛 + ⋯ + ℎ(𝑛𝑛−𝑘𝑘)𝑛𝑛) ∙ 𝑣𝑣𝑛𝑛 = 0
𝜔𝜔(𝑣𝑣) 𝑣𝑣

𝑝𝑝 − 1 𝐻𝐻
𝜔𝜔(𝑣𝑣) ≤ 𝑝𝑝 − 1 𝜔𝜔(𝑣𝑣) > 𝑝𝑝 − 1

𝜔𝜔(𝑣𝑣) ≥ 𝑝𝑝 𝜔𝜔(𝐶𝐶) ≥ 𝑝𝑝
(⇒) 𝜔𝜔(𝐶𝐶) ≥ 𝑝𝑝 𝑝𝑝 − 1

𝐻𝐻
𝑣𝑣1𝑣𝑣2 … 𝑣𝑣𝑝𝑝−1 ∈ 𝐾𝐾 (ℎ11 + ℎ21 + ⋯ + ℎ(𝑛𝑛−𝑘𝑘)1) ∙ 𝑣𝑣1 +
(ℎ12 + ℎ22 + ⋯ + ℎ(𝑛𝑛−𝑘𝑘)2) ∙ 𝑣𝑣2 + ⋯ (ℎ1(𝑝𝑝−1) + ℎ2(𝑝𝑝−1) + ⋯ + ℎ(𝑛𝑛−𝑘𝑘)(𝑝𝑝−1)) ∙ 𝑣𝑣𝑝𝑝−1 =
0 𝑣𝑣 = 𝑣𝑣1𝑣𝑣2 … 0 … 0 … 𝑣𝑣𝑝𝑝−1 … 0 𝐶𝐶 𝜔𝜔(𝑣𝑣) ≤
𝑝𝑝 − 1 < 𝑝𝑝 𝜔𝜔(𝐶𝐶) < 𝑝𝑝 𝐻𝐻 𝑝𝑝 − 1

𝜔𝜔(𝐶𝐶) = 𝑝𝑝
𝑝𝑝 − 1 𝐻𝐻 𝑝𝑝

𝐻𝐻
𝜔𝜔(𝐶𝐶) ≥ 𝑝𝑝 + 1 𝐻𝐻 𝑝𝑝

𝐻𝐻 𝑝𝑝 − 1
𝑝𝑝 𝜔𝜔(𝐶𝐶) ≥ 𝑝𝑝 𝜔𝜔(𝐶𝐶) > 𝑝𝑝
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𝜔𝜔(𝐶𝐶) ≥ 𝑝𝑝 + 1 𝐻𝐻
𝑝𝑝

𝜔𝜔(𝐶𝐶) = 𝑝𝑝

𝐹𝐹 = {0,1}

 

 

𝑘𝑘 = 5
𝐹𝐹5

𝑒𝑒𝑒𝑒𝑝𝑝𝑒𝑒ç𝑜𝑜 = 00000 𝐸𝐸 = 00001 𝐽𝐽 = 01100 𝑃𝑃 = 00011 𝑈𝑈 = 11001
𝐴𝐴 = 10000 𝐹𝐹 = 11000 𝐿𝐿 = 01010 𝑄𝑄 = 11100 𝑉𝑉 = 01110
𝐵𝐵 = 01000 𝐺𝐺 = 10100 𝑀𝑀 = 01001 𝑅𝑅 = 10110 𝑋𝑋 = 00111
𝐶𝐶 = 00100 𝐻𝐻 = 10010 𝑁𝑁 = 00110 𝑆𝑆 = 10101 𝑍𝑍 = 11110
𝐷𝐷 = 00010 𝐼𝐼 = 10001 𝑂𝑂 = 00101 𝑇𝑇 = 11010

 

𝑛𝑛 = 9 𝐶𝐶
𝐹𝐹9 𝐶𝐶

𝑇𝑇: 𝐹𝐹5 → 𝐹𝐹9 dim𝐶𝐶 = 𝑘𝑘 = 5
𝐹𝐹9 𝐶𝐶

𝐺𝐺 𝐶𝐶:
{(100010001), (100100010), (001001001), (000010110), (010101010)}

𝐶𝐶 𝐺𝐺 =

[
 
 
 
 11
0
0
0

    

0
0
0
0
1

    

0
0
1
0
0

    

0
1
0
0
1

    

1
0
0
1
0

    

0
0
1
0
1

    

0
0
0
1
0

    

0
1
0
1
1

    

1
0
1
0
0]
 
 
 
 

𝐶𝐶
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𝐺𝐺′ =

[
 
 
 
 10
0
0
0

    

0
1
0
0
0

    

0
0
1
0
0

    

0
0
0
1
0

    

0
0
0
0
1

    

0
1
1
0
0

    

1
1
0
1
1

    

1
1
0
0
1

    

1
1
1
1
0]
 
 
 
 

(Código da Fonte).G’ (Código da Fonte).G’

𝑐𝑐 𝑟𝑟
𝑒𝑒

𝑒𝑒 = 𝑟𝑟 − 𝑐𝑐 𝑒𝑒 = 0

𝑒𝑒 ≠ 0
𝑒𝑒

𝜔𝜔(𝑒𝑒) = 𝑝𝑝 𝑝𝑝
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𝐻𝐻 𝐶𝐶 𝑐𝑐
𝐶𝐶 𝑐𝑐 𝐻𝐻 ∙ 𝑐𝑐𝑡𝑡 = 0

𝑒𝑒
𝐻𝐻 ∙ 𝑒𝑒𝑡𝑡 = 𝐻𝐻 ∙ (𝑟𝑟 − 𝑐𝑐)𝑡𝑡 = 𝐻𝐻. (𝑟𝑟𝑡𝑡 − 𝑐𝑐𝑡𝑡) = 𝐻𝐻 ∙ 𝑟𝑟𝑡𝑡 − 𝐻𝐻 ∙ 𝑐𝑐𝑡𝑡 = 𝐻𝐻 ∙ 𝑟𝑟𝑡𝑡 − 0 = 𝐻𝐻 ∙ 𝑟𝑟𝑡𝑡

𝑒𝑒 = (𝛼𝛼1, 𝛼𝛼2, … , 𝛼𝛼𝑛𝑛 )

𝐻𝐻 ∙ 𝑟𝑟𝑡𝑡 = 𝐻𝐻. 𝑒𝑒𝑡𝑡 = [
ℎ11
ℎ21

⋮
ℎ(𝑛𝑛−𝑘𝑘)1

    
ℎ12
ℎ22

⋮
ℎ(𝑛𝑛−𝑘𝑘)2

    
⋯
⋯
⋱
⋯

    
ℎ1𝑛𝑛
ℎ2𝑛𝑛

⋮
ℎ(𝑛𝑛−𝑘𝑘)𝑛𝑛

] ∙ [
𝛼𝛼1
𝛼𝛼2
⋮

𝛼𝛼𝑛𝑛

] = 𝛼𝛼1 ∙ ℎ1 + 𝛼𝛼2 ∙ ℎ2 + ⋯ + 𝛼𝛼𝑛𝑛 ∙ ℎ𝑛𝑛 =

= ∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖 ∙ ℎ𝑖𝑖
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1
, onde ℎ𝑖𝑖 representa a 𝑖𝑖 −  ésima coluna da matriz 𝐻𝐻.

𝐶𝐶 𝐾𝐾𝑛𝑛

𝜅𝜅 𝑟𝑟 𝐾𝐾𝑛𝑛 𝑐𝑐
𝐶𝐶 𝑑𝑑(𝑐𝑐, 𝑟𝑟) ≤ 𝜅𝜅 𝑒𝑒

𝜔𝜔(𝑒𝑒) ≤ 𝜅𝜅 𝑟𝑟 𝐻𝐻 ∙ 𝑒𝑒𝑡𝑡 = 𝐻𝐻 ∙ 𝑟𝑟𝑡𝑡 𝑐𝑐 =
𝑟𝑟 − 𝑒𝑒

𝑑𝑑(𝑐𝑐, 𝑟𝑟) ≤ 𝜅𝜅  𝑑𝑑(𝑐𝑐, 𝑟𝑟) = 𝑑𝑑(𝑟𝑟, 𝑐𝑐)
𝑑𝑑(𝑟𝑟, 𝑐𝑐) = 𝑑𝑑(𝑟𝑟 − 𝑐𝑐) = 𝜔𝜔(𝑟𝑟 − 𝑐𝑐) 𝜔𝜔(𝑟𝑟 − 𝑐𝑐) ≤ 𝜅𝜅

𝜔𝜔(𝑒𝑒) ≤ 𝜅𝜅 𝑒𝑒
𝐻𝐻

𝐶𝐶 𝐾𝐾𝑛𝑛 𝑒𝑒 = (𝛼𝛼1, 𝛼𝛼2, … , 𝛼𝛼𝑛𝑛) 𝑒𝑒′ = (𝛽𝛽1, 𝛽𝛽2, … , 𝛽𝛽𝑛𝑛)
𝜔𝜔(𝑒𝑒) ≤ 𝜅𝜅 𝜔𝜔(𝑒𝑒′) ≤ 𝜅𝜅 𝐻𝐻 ∙ 𝑒𝑒𝑡𝑡 = 𝐻𝐻 ∙ 𝑒𝑒′𝑡𝑡 = 𝐻𝐻 ∙ 𝑟𝑟 𝑟𝑟

𝐻𝐻 ∙ 𝑒𝑒𝑡𝑡 = 𝐻𝐻 ∙ 𝑒𝑒′𝑡𝑡  ⇒   𝛼𝛼1 ∙ ℎ1 + 𝛼𝛼2 ∙ ℎ2 + ⋯ + 𝛼𝛼𝑛𝑛 ∙ ℎ𝑛𝑛 = 𝛽𝛽1 ∙ ℎ1 + 𝛽𝛽2 ∙ ℎ2 + ⋯ + 𝛽𝛽𝑛𝑛 ∙ ℎ𝑛𝑛

ℎ𝑖𝑖 𝑖𝑖 − 𝐻𝐻
(𝛼𝛼1 − 𝛽𝛽1) ∙ ℎ1 + (𝛼𝛼2 − 𝛽𝛽2) ∙ ℎ2 + ⋯ + (𝛼𝛼𝑛𝑛 − 𝛽𝛽𝑛𝑛) ∙ ℎ𝑛𝑛 = 0

𝑑𝑑 − 1 𝐻𝐻
𝛼𝛼𝑖𝑖 = 𝛽𝛽𝑖𝑖  ∀𝑖𝑖 𝑒𝑒 = 𝑒𝑒′

𝐶𝐶
𝑟𝑟 = 010100101
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𝐶𝐶 𝐹𝐹9 𝐹𝐹5

𝐶𝐶 𝐺𝐺′ =

[
 
 
 
 10
0
0
0

    

0
1
0
0
0

    

0
0
1
0
0

    

0
0
0
1
0

    

0
0
0
0
1

    

0
1
1
0
0

    

1
1
0
1
1

    

1
1
0
0
1

    

1
1
1
1
0]
 
 
 
 

𝐶𝐶 𝐻𝐻 =

[
0
1
1
1
   
1
1
1
1
   
1
0
0
1
   
0
1
0
1
   
0
1
1
0
   
1
0
0
0
   
0
1
0
0
   
0
0
1
0
   
0
0
0
1
] 𝑟𝑟

𝐻𝐻 ∙ 𝑟𝑟𝑡𝑡 = [
0
1
1
1
   
1
1
1
1
   
1
0
0
1
   
0
1
0
1
   
0
1
1
0
   
1
0
0
0
   
0
1
0
0
   
0
0
1
0
   
0
0
0
1
] ∙

[
 
 
 
 
 
 
 
 01
0
1
0
0
1
0
1]
 
 
 
 
 
 
 
 

= [
1
1
1
1
] 𝐻𝐻 ∙ 𝑟𝑟𝑡𝑡 = 1 ∙ ℎ2 𝐻𝐻 ∙

𝑒𝑒𝑡𝑡 = 𝐻𝐻 ∙ 𝑟𝑟𝑡𝑡 𝐻𝐻 ∙ 𝑒𝑒𝑡𝑡 = 1 ∙ ℎ2 𝑒𝑒 = (010000000)
𝑐𝑐 = 𝑟𝑟 − 𝑒𝑒 = (010100101) − (010000000) = (000100101)

𝐶𝐶 𝐾𝐾𝑛𝑛

𝐻𝐻 𝑑𝑑 𝜅𝜅 = [𝑑𝑑−1
2 ]

𝐻𝐻 ∙ 𝑒𝑒𝑡𝑡 = 𝐻𝐻 ∙ 𝑟𝑟𝑡𝑡 𝜔𝜔(𝑒𝑒) ≤ 𝜅𝜅 𝑒𝑒
𝑟𝑟

𝑣𝑣 𝐾𝐾𝑛𝑛 𝑣𝑣 + 𝐶𝐶
𝑣𝑣 𝐶𝐶 𝑣𝑣 + 𝐶𝐶 = {𝑣𝑣 + 𝑐𝑐, 𝑐𝑐 ∈ 𝐶𝐶}

𝑢𝑢, 𝑣𝑣 ∈ 𝐾𝐾𝑛𝑛 𝐻𝐻 ∙ 𝑢𝑢𝑡𝑡 = 𝐻𝐻 ∙ 𝑣𝑣𝑡𝑡 𝑢𝑢 ∈
𝑣𝑣 + 𝐶𝐶 𝐻𝐻 ∙ 𝑢𝑢𝑡𝑡 = 𝐻𝐻 ∙ 𝑣𝑣𝑡𝑡  ⇔  𝐻𝐻 ∙ 𝑢𝑢𝑡𝑡 − 𝐻𝐻 ∙ 𝑣𝑣𝑡𝑡 = 0 ⟺
𝐻𝐻 ∙ (𝑢𝑢𝑡𝑡 − 𝑣𝑣𝑡𝑡) = 0 ⇔ 𝐻𝐻 ∙ (𝑢𝑢 − 𝑣𝑣)𝑡𝑡 = 0 ⟺ 𝑢𝑢 − 𝑣𝑣 ∈ 𝐶𝐶 ⟺ 𝑢𝑢 ∈ 𝑣𝑣 + 𝐶𝐶

𝑣𝑣 + 𝐶𝐶
I) 𝑣𝑣 + 𝐶𝐶 = 𝑣𝑣′ + 𝑐𝑐 ⟺ 𝑣𝑣 − 𝑣𝑣′ ∈ 𝐶𝐶;
II) (𝑣𝑣 + 𝐶𝐶) ∩ (𝑣𝑣′ + 𝐶𝐶) ≠ ∅ ⟹  𝑣𝑣 + 𝐶𝐶 = 𝑣𝑣′ + 𝑐𝑐;
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III) ⋃ (𝑣𝑣 + 𝐶𝐶) = 𝐾𝐾𝑛𝑛

𝑣𝑣∈𝐾𝐾𝑛𝑛
;

IV) |(𝑣𝑣 + 𝐶𝐶)| = |𝐶𝐶| = 𝑞𝑞𝑘𝑘;
v) 𝑣𝑣 + 𝐶𝐶 = 𝐶𝐶  ⇔   𝑣𝑣 ∈ 𝐶𝐶.

segundo 𝐶𝐶 é dado por | ⋃ (𝑣𝑣 + 𝐶𝐶)
𝑣𝑣∈𝐾𝐾𝑛𝑛

| /|(𝑣𝑣 + 𝐶𝐶)| = 𝑞𝑞𝑛𝑛

𝑞𝑞𝑘𝑘⁄ = 𝑞𝑞𝑛𝑛−𝑘𝑘.

𝑥𝑥 𝑣𝑣 𝐶𝐶 𝜔𝜔(𝑥𝑥) =
𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚{𝜔𝜔(𝑣𝑣𝑖𝑖);  𝑣𝑣𝑖𝑖 ∈ 𝑣𝑣 + 𝐶𝐶} 𝑥𝑥 𝑣𝑣 + 𝐶𝐶

𝐶𝐶 ⊂ 𝐾𝐾𝑛𝑛 𝑑𝑑 𝑣𝑣 ∈ 𝐾𝐾𝑛𝑛

𝜔𝜔(𝑣𝑣) ≤ [𝑑𝑑−1
2 ] = 𝜅𝜅 𝑣𝑣

𝑣𝑣1, 𝑣𝑣2 ∈ 𝐾𝐾𝑛𝑛 𝜔𝜔(𝑣𝑣1) ≤ [𝑑𝑑−1
2 ] 𝜔𝜔(𝑣𝑣2) ≤ [𝑑𝑑−1

2 ] 𝑣𝑣1 −

𝑣𝑣2 ∈ 𝐶𝐶 𝜔𝜔(𝑣𝑣1 − 𝑣𝑣2) ≤ 𝜔𝜔(𝑣𝑣1) + 𝜔𝜔(𝑣𝑣2) ≤ [𝑑𝑑−1
2 ] + [𝑑𝑑−1

2 ] ≤ 𝑑𝑑 − 1 𝑣𝑣1 −

𝑣𝑣2 = 0 𝑣𝑣1 = 𝑣𝑣2.

[𝑑𝑑−1
2 ]

𝑣𝑣𝑖𝑖 ∈ 𝐾𝐾𝑛𝑛 𝜔𝜔(𝑣𝑣𝑖𝑖) ≤ [𝑑𝑑−1
2 ] 𝑣𝑣𝑖𝑖

𝐶𝐶 ⊂ 𝐹𝐹9

 𝐻𝐻 = [
0
1
1
1

   
1
1
1
1

   
1
0
0
1

   
0
1
0
1

   
0
1
1
0

   
1
0
0
0

   
0
1
0
0

   
0
0
1
0

   
0
0
0
1

]

𝑑𝑑 = 3 𝐻𝐻
𝐻𝐻
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𝜔𝜔(𝐶𝐶) = 3 𝜅𝜅 = [𝑑𝑑−12 ] = [3−12 ] = 1

𝐶𝐶
𝑣𝑣𝑖𝑖 ∈ 𝐹𝐹9 𝜔𝜔(𝑣𝑣𝑖𝑖) ≤ 1

𝑣𝑣𝑖𝑖 𝐻𝐻 ∙ 𝑣𝑣𝑖𝑖𝑡𝑡

𝐻𝐻 ∙ 𝑣𝑣𝑖𝑖𝑡𝑡 𝐻𝐻 ∙ 𝑣𝑣𝑖𝑖𝑡𝑡
000000000 0000 000010000 0110
000000001 0001 000100000 0101
000000010 0010 001000000 1001
000000100 0100 010000000 1111
000001000 1000 100000000 0111

𝐶𝐶

𝑟𝑟𝑖𝑖 𝐻𝐻 ∙ 𝑟𝑟𝑖𝑖𝑡𝑡 𝑒𝑒𝑖𝑖
𝑐𝑐𝑖𝑖

𝒓𝒓𝒊𝒊

(𝒓𝒓𝒊𝒊)

(𝑯𝑯 ∙ 𝒓𝒓𝒊𝒊𝒕𝒕) (𝒆𝒆𝒊𝒊) 𝒄𝒄𝒊𝒊

(𝒄𝒄𝒊𝒊 = 𝒓𝒓𝒊𝒊 −
𝒆𝒆𝒊𝒊)
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–
– –

–
– –
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∗
†

,

Nota Histórica

Pierre de Fermat

Revista 
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,

, mais tarde conhecido como “o pai da arquitetura 
naval”. Euler, entretant
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, 

 

,
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–

–

, 

—

Revista Elementos • 4ª edição • ano 2014



90

2, 71828 γ (gama)

0,57721. Não se sabe se γ é racional ou irracional

–

Semen Grigorʹevich

–

: 

–
; 

–

–

–
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depararmos com “problemas” relacionados ao que estamos estudando e que

−

bastante sério e fechado.  Era o “Papa” da área de conhecimento em que Josué

Resolva os seus problemas que eu resolvo os meus
Sérgio Brazil Júnior
Universidade Federal do Acre

Conto

Revista 
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− 

− 

− 

− 

: Josué, após esse “toco”, se dedicou ainda 
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MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMÁTICAMESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMÁTICAMESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMÁTICAMESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMÁTICA----PROFMATPROFMATPROFMATPROFMAT    
           

 O PROFMAT é um programa  de  pós-graduação  gratuito,  reconhecido  pelo 

MEC/CAPES e que conduz ao grau de Mestre. As vagas são para professores de escola 
pública e pessoas da comunidade em geral. Este ano a rede do PROFMAT foi ampliada, 
oferecendo cerca de 1.500 vagas distribuídas por mais de 65 pólos em todos os Estados e 

no Distrito Federal do Brasil.  
Informações a respeito desse mestrado podem ser obtidas no seguinte endereço 

eletrônico:  www.profmat-sbm.org.br/. 
 

 

 

PPPPrograma de Aperfeiçoamento para Professores rograma de Aperfeiçoamento para Professores rograma de Aperfeiçoamento para Professores rograma de Aperfeiçoamento para Professores 

de Matemática do Ensino Médiode Matemática do Ensino Médiode Matemática do Ensino Médiode Matemática do Ensino Médio    ----    PAPMEMPAPMEMPAPMEMPAPMEM    

 
 

Este programa visa oferecer treinamento gratuito para professores de Matemática 
do Ensino Médio de todo o país. É realizado, sob diversas formas, desde 1990, abordando 

assuntos relativos às três séries do Ensino Médio. Atualmente, este programa tem 
recebido apoio para sua realização da CAPES - Coordenação de Aperfeiçoamento de 
Pessoal de Nível Superior. 

A Universidade Federal do Acre aderiu a este programa em 2012, tendo sido 
realizada duas edições. Em 2013, haverá mais um encontro entre os dias 21 e 25 de 
janeiro, na UFAC.                                                             
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