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OBJETIVO E POLITICA EDITORIAL

A revista Elementos tem como principal intencado a divulgacado dos estudos, pesquisas
e relatos de experiéncias desenvolvidos sobre tdpicos da Matematica ligados as Estruturas
Algébricas, dentro e fora da Universidade Federal do Acre. Como forma de resgatar
pensamentos e praticas de ensino uma sec¢do de cada edicao da revista é composta de uma

entrevista com educadores experientes.

A publicacdo dos textos ou artigos, de autoria individual ou coletiva, é feita dentro
de um padrdo técnico de qualidade editorial, como forma de promover a produgdo

intelectual - académica e cientifica.



Apresentacao

A idéia de criacdo da revista Elementos nasceu da necessidade da divulgacdo dos
trabalhos realizados pelos membros do Grupo de Ensino e Pesquisa em Classes, Operacdes
e Propriedades de Estruturas Algébricas (GEPCOPEA), grupo de pesquisa cadastrado do
CNPq, desde o ano de 2009.

De inicio, apostando também na nacionalizacdo e, posteriormente, na
internacionaliza¢do de suas matérias, evitamos especializa-la em uma tinica temdtica como
percebemos nas muitas revistas que primam pela qualidade editorial e pelo nivel daquilo
que publicam. Isso pode significar para esta revista algumas reformulagdes, inclusive na sua
politica editorial, durante os primeiros anos de sua existéncia.

Apermissao para publicacdes de experiéncias no uso de objetos matematicos abstratos
ou ndo, ligadas a politica de ensinamentos, tem a intencao de encorajar mais pessoas a se
lancarem na maravilhosa arte de escrever Matematica, inclusive sob forma de uma narrativa
que socialize metodologias e conhecimentos.

Submissoes de textos fora de um padrao cientifico serdo evitadas. Assumimos assim
o risco de que um Matematico anénimo e inexperiente, mas com uma brilhante idéia, deixe
de usar o espaco de nossa revista para divulga-la. Atenuamos esse problema insistindo
na divulgacdo das edicoes lancadas e na disponibilizacdo de chamadas regulares para
publicacao.

O fato de o conselho editorial ser composto por pesquisadores de diversas Instituicoes
de ensino, especialmente os Consultores ad hoc, permite que tanto a comunidade académica
quanto os membros do comité editorial local possam se submeter aos critérios de uma
chamada para publicacdo, sem que seja ferida a imparcialidade e a transparéncia no aceite
de uma matéria a ser publicada.

0 comité editorial é soberano na escolha de suas entrevistas e informativos, publicando
o que julgar pertinente a cada edigdo. Em contrapartida, devera fazer suas escolhas
respeitando a proposta de criagdo desta revista, primando pela regularidade anual de suas
edicdes e pela valorizacdo de seus leitores.

Por se tratar de uma revista eletrénica, muitos autores, sob a luz de pareceres
favoraveis, podem contribuir regularmente com suas edi¢des, submetendo para andlise
seus relatos de experiéncias e artigos cientificos.
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Revista

ELEMENTOS

Editorial

Caros Leitores: é com alegria que
apresentamos a quarta edi¢do da revista
Elementos. Neste nudmero, temos a
satisfacdo de trazer ao  vo0sso
conhecimento uma entrevista com
professores que, a nosso ver, foram
fundamentais para o ensino e
divulgacao da matematica no municipio
de Rio Branco. Nesta conversa, sao
contadas suas historias de vida e de
como ingressaram na arte de ensinar
Matematica. Infelizmente, alguns desses professores nao puderam comparecer por
motivos diversos. Ressaltamos que tentamos realizar a entrevista com o Professor
Ezi Santos, no entanto, ele se encontrava com sério problema de saude e, antes do
término desta edicao, veio a falecer. Ficam a nossa eterna gratidao e homenagem a
esse tdo importante professor e a tantos outros que, como os que foram
mencionados em nossa entrevista, foram os precursores do ensino de Matematica
em nosso Estado.

Além dessa entrevista, sdo apresentados artigos e relatos de experiéncia
relacionados a matematica pura, frutos de reflexdes sobre temas abordados no dia
a dia da docéncia. Um desses artigos é proveniente de uma dissertacdo de
mestrado vinculada ao Profmat, o mestrado profissional em matematica, e outro é
consequéncia de uma orientacdo no PET “conexdes de saberes”, programas
vinculados ao CCET, Centro de Ciéncias Exatas e Tecnolégicas da Ufac. Isso mostra
que a revista Elementos esta realizando, na medida do possivel, o seu papel de
divulgacao das agdes realizadas pelo CCET inerentes a Matematica.

Para finalizar, disponibilizamos uma nota historica, relacionada ao
importante matematico Leonhard Paul Euler, bem como um momento de
descontragdo, evidenciado por um conto.

Desejo a todos uma boa leitura.

Sérgio Brazil Junior
(Professor Associado 3 do CCET /Ufac)
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Revista

ELEMENTOS

Entrevista

Professora Maria Auxiliadora de Oliveira Silva
Falando Livremente

Eu nasci em Xapuri,
em 1949, e 14 eu comecei os
meus estudos. Em 1967, nés
viemos para Rio Branco,
morar no bairro Seis de
Agosto. O meu dom toda
vida foi ser professora. Eu

nasci para ser professora.

Neste mesmo ano, eu fui A g
apresentada ao Governador Jorge Kalume por meu Pai de criacdo que era
compadre e amigo dele. Com a indicagao e a afirmacdo do Governador de que eu
estava empregada, eu fui me apresentar para Flavia de Barros Pimentel, secretaria
de Educacgdo, a época. Ja me chamando de Chuchu, nome pelo qual sou conhecida
no municipio de Xapuri, me disse “vocé ja estd empregada”. Vocé vai trabalhar na
Escola Maria Angélica, no turno da noite, e vai ensinar historia e matematica.
Cheguei a minha casa e comecei chorar, porque eu ndo era boa aluna em
matematica. Em Xapuri, da sexta para a sétima série eu passei na recuperagao.
Pensei! Deus meu, como vou ensinar matematica? A Solonir, esposa do Caio, minha
vizinha, me deu o seguinte conselho:
— Chuchu, nao chora, tu fazes o seguinte, tu pega os livros de Matematica e vai

resolvendo os exercicios. Tu resolves o primeiro, resolve o segundo.
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— Eu disse: é mesmo?
— Ela disse: é.

Eu parei de chorar e assim eu fiz. Comecei a resolver os livros e fui me
apaixonando pela Matematica.

Eu gostaria de deixar bem claro que eu sou pedagoga. Eu ndo sou formada
em matematica. Fiz o Ensino Médio na Escola Normal Lourenco Filho, depois,
prestei o vestibular e cursei Pedagogia e continuei me apaixonando pela
matematica, mas assim, estudando. Fiz didatica, tanto no Ensino Médio, como na
faculdade. E, gracas a Deus isso foi muito bom para a minha vida, porque eu tinha o
conhecimento das dificuldades da Matematica. Hoje, por onde eu ando, eu recebo
agradecimentos.

Os meus filhos e meus netos foram meus alunos 14 no Instituto Imaculada
Conceigdo. L4, ocorreu o seguinte episodio: na véspera de um dia de prova, minha
filha Any chegou choramingando. Perguntei o que havia acontecido e ela me
respondeu que seus colegas pediram uma cdpia da prova, afirmando eles que
sabiam que eu ja havia dado a ela.

Eu contava isso pros meus alunos atuais, observando que, se eu tivesse feito
isso com meus filhos, eles ndo seriam o que sao hoje em dia. Gragas a Deus, a Any é
formada. Ela tem a didatica e é formada em Economia, e a Grace é professora do
Colégio Meta e também professora do Estado do Acre. Eu s6 tenho que agradecer a
Deus por tudo isso, pelo conhecimento, enfim.

Era pra trabalhar 25 anos. Eu trabalhei 44. Mas, ja perto do final da minha
carreira, fui para casa chorando, depois de um dos dias em que atuei como
professora efetiva. Entao, a Any falou:

— Mae, eu deixei o método de ensino tradicional, porque na vida tudo vai passando.
Antigamente era o tradicional, mas chega uma época que nem os alunos o aceita
mais.

Eu comecei voltar da escola pra casa, sempre chorando. Entdo, Any foi ao
municipio de Cacoal, em Rondonia, fez uma poés-graduacdo em Didatica e foi
trabalhar também no Instituto Imaculada Conceicao. Eu fiquei encantada, depois
que nds comegamos a trabalhar com projetos. Ela me explicou e me orientou como
trabalhar de uma nova maneira. A gente ensinava a teoria matemadtica até o

término do primeiro semestre. Do segundo semestre em diante, ao invés de eu
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ensinar para eles, eram eles que montavam um projeto de estudo, observando o
tema, introdu¢do, desenvolvimento e a conclusdo. Eles que iam buscar os
conhecimentos.

La no colégio tinha uma sala prépria para isso. Uma sala climatizada. A

gente ia pra la e assistiamos as apresenta¢des dos trabalhos. Quando os alunos
chegavam a sala de aula, eu ja comecava a aprender com eles. Por outro lado, eles
aprendiam muito mais do que quando eu estava ensinando. Foi uma beng¢ao na
minha vida.
Depois que a Any saiu da Escola e seguiu a profissdo dela que é de economista, eu
continuei e fiquei ensinado Matematica. Mas, hoje em dia, em alguns casos, quando
o aluno tira nota ruim, acabam culpam o professor. Muitas vezes os pais nem
conversam com seus filhos. Além disso, hoje em dia vocé nao pode mais por limites
em algumas criancas e adolescentes. E eu percebi que era hora de parar quando a
mde de um de meus alunos foi até a Escola e agrediu-me verbalmente sem me dar
chances de falar. Ja faz trés anos que eu parei.

Mas, eu s6é tenho que agradecer a Deus, pela minha profissdo, pela minha

familia. Ter lecionado também significou uma felicidade na minha vida.

Pergunta: Professora, a senhora lembra-se de alguma referéncia bibliografica?
Lembro-me sim. Gostava muito do livro daquele Giovanni, e demais também do

livro do Bianchini. Esses ai sdo os que eu mais gravei na minha memoria.

Pergunta: Como que a senhora gostava de dar aula? A senhora falou que ensinou
uma época usando o método tradicional?

Eu ensinei uma época pelo método tradicional. A forma tradicional é aquela na
qual vocé é quem diz e determina tudo. Mas também aprendi a ensinar utilizando
uma nova metodologia, na qual é permitido aos alunos buscar o conhecimento e

também transmitir para gente. Essa pratica de ensino me emocionava muito.

Pergunta: A senhora influenciava essa busca?
Sim, influenciava. Eu os ensinava a fazer projetos de estudo, era tudo na base de
projetos. Eu aprendi a usar essa metodologia com minha filha Any e passei a

praticar.

10
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Pergunta: Lembra-se dos alunos?
Lembro. Por onde eu ando hoje em dia ouco muitas palavras de agradecimento. Em
muitos casos meus, ex-alunos me reconhecem, mas para eu reconhecé-los é mais

dificil.

Pergunta: Em quais escolas a senhora lecionou?

Eu comecei a dar aulas na escola Maria Angélica, depois fui dar aulas na Escola
Marechal Arthur da Costa e Silva-Etica (José Rodrigues Leite). Nesse tempo, a
Francisquinha, do Moacyr, era diretora da Escola Aluysio Carneiro Dantas. Como
ela havia sido minha colega de sala e seus filhos haviam sido meus alunos, ela
conhecia a minha capacidade de trabalho e, por isso, me contratou como
professora daquela Escola. Foi ela quem conseguiu um contrato de ensino pra
mim, junto a Prefeitura de Rio Branco. Como a Prefeitura de Rio Branco tinha
convénios com o Instituto Imaculada Conceicdo, eu fui encaminhada para dar aulas

la também. S6 naquela Escola fiquei 30 anos.

Pergunta: O que a senhora estd achando do ensino da matemadtica nos dias atuais?

Fica um pouco dificil para o professor, que nao pode mais botar limites. O aluno
pode fazer o que quer, inclusive sair da sala de aula. Nas minhas turmas, eu nao
permitia o uso da calculadora. Para fazer os calculos os alunos tinham que saber a
tabuada. Inclusive, eu tenho aqui um exemplo de uma tabuada, diferente daquela
tradicional, que, a meu ver, é mais facil deles aprenderem. Essa daqui eu ainda
divulgo, através de copias que eu vou distribuindo. Ja estd toda amarrotada. Ela vai
e volta. Eu também nao deixava usar o celular. Pelo que eu vejo, hoje em dia, isso é

permitido por alguns professores.

Consideragoes finais: O meu sonho era ser professora. Sempre convivi bem com
meus colegas. E quero mencionar o professor Airton, que me ajudou muito. Ele é
professor de Fisica.

Deus é muito bom comigo, porque eu tive dificuldade em aprender
Matematica. Fui aprendendo com o dia a dia. Fiz Pedagogia e passei entdo a ter
facilidade para mostrar os caminhos para os meus alunos.

Eu ainda continuo incentivando as pessoas. Quando alguém me diz que nao

gosta de Matematica, eu conto a minha histéria como exemplo. Chegada a hora em

1
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que vocé tem que aprender, é s6 vocé querer e se dedicar. Se vocé quer, vocé é
capaz e vai conseguir.

Recentemente me mandaram um convite para receber uma homenagem, no
proximo més de dezembro, na Camara dos Vereadores. Eu aceitei o convite,
juntamente com varios professores de matematica.

Por fim, eu também quero agradecer a oportunidade de, nesta entrevista,

poder contar um pouco da minha histéria como professora de Matematica.

Professor Edmundo Costa da Silva
Falando livremente

Eu sou de Assis
Brasil, do seringal. Nao
tive  dificuldade em
Matematica, mas sim, em
Lingua Portuguesa,
porque a localidade em
que eu vivia fazia
fronteira com o Peru.
Entdo, a gente misturava

os idiomas Portugués e

Espanhol.

Vim para cad em 65, 66, fazer o curso de admissdo, mas, 1a (Assis Brasil), era
tudo em Espanhol. Nunca tive Portugués, Historia do Brasil. Isso tudo tive que
estudar sozinho. Fiz a admissdo e passei na primeira fase, 1a no Colégio Acreano.
Meu professor de Matematica, na quinta série, foi o Pelegrino, na sexta, Alcides
Dutra, na sétima, o prof. Jodo de Almeida e, na oitava, foi meu irmao Aquileu.

Em um dos episédios que aconteceu comigo, o Alcides Dutra me mandou
para o quadro escrever “Jodo nasceu” e eu ndo sabia escrever “nasceu”. Entao ele
me chamou de “burro”, o que meus colegas tentaram justificar, dizendo que eu era
peruano!

Na oitava série, eu fui servir o exército e por isso tive que estudar a noite. Eu

dormia muito em sala de aula. Entdo, nos informaram que os alunos que tinham

12
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mais de 20 anos podiam fazer o segundo grau (hoje chamado de ensino médio), em
menos tempo, cursando o Supletivo. Eu fui um dos que foi fazer. Depois, prestei o
vestibular para Matematica, passei, e comecei a graduacao. Quando estavamos no
52 periodo, surgiu uma oportunidade e eu fui participar do Premen-Programa de
Expansdo e Melhoramento do Ensino, oferecido pelo Cecine-Centro de Ensino do
Nordeste, em Pernambuco. Depois, entdo, eu voltei para Rio Branco e comecei
novamente a ensinar. De inicio, ouvi muitos pais falarem que ndo podiam ajudar os
filhos com “essa Matematica moderna”. No caso se referiam aos nimeros naturais,
numeros inteiros e teoria dos conjuntos.

Lembro-me que fui substituir o professor Jesus, meu irmao, que preferiu
priorizar as suas outras atividades no Incra. Quando cheguei, fiquei na porta da
sala, esperando os alunos da sexta série. Quando a inspetora me viu ali parado foi
logo dizendo: entra, meu filho, o professor vai logo chegar. Até o Diretor, prof.
Raimundo Gomes de Oliveira, dizia também que eu tinha a “cara” de um menino. A
inspetora, até eu deixar de ensinar naquela Escola, me pedia desculpas, sempre
que me encontrava.

Também assumi as turmas do Jesus, no Colégio Sdo José. Aconteceu outro
episédio. Eu estava em sala de aula, na quinta série, com exercicios de “pertence” e
“ndo pertence”, e apareceu um exercicio com verbos da primeira conjugacao, e eu
pensei: lascou-se! Mas a classe respondeu: pertence! E eu disse: esta certo, antes
que alguém me perguntasse por qué? Depois fui ter com o professor de portugués,
que, junto com a direcdo da escola, me chamaram a atenc¢ao para o fato da
necessidade de saber bem o portugués.

Mas sempre fui ruim de Portugués. S6 pra dar mais um exemplo, quando eu
estudava, tinha uma menina que era fera em Portugués. Sentei perto dela, no dia de
uma das provas. Acho que a prova tinha peso 2. Ai pra eu tirar uma nota boa, pedi
para ela fazer a prova e me passar as respostas. Assim ela fez e eu copiei tudo.
Quando a professora entregou as provas, ela havia tirado 9,5 pontos e eu 4,5

pontos. A menina disse: nem colar vocé sabe? As provas eram diferentes!

Sobre o comportamento dos alunos em sala de aula?
Eu nunca tive problema com aluno em sala. Eu via, no colégio, os

professores sofrendo com os pais que ndo gostavam que seus filhos fossem

13
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advertidos na frente dos colegas. Na minha época de aluno, o aluno que nao se
comportava, pegava uma lapada bem boa, ficava calado e, se reclamasse em casa,

apanhava novamente.

Pergunta: e referéncias bibliogrdficas?
Recordo-me dos autores Marcio Brandao, Osvaldo Sangiorgi e de um que tinha sete

autores. Acho que um deles era o lezzi.

Pergunta: Vocé deu aulas no Colégio Meta?
Sim. Comecei em 1979.
Pergunta: Tinha diferenca entre o ensino publico e o ensino privado?

Sim, tinha muita diferenca. No colégio particular, os pais dos alunos
acompanhavam e cobravam. ]J4, na escola publica do Estado, a coisa era mais
largada. Mas havia aluno bom, tanto no colégio particular quanto, na escola
publica. Inclusive, quando eu dava aula no Sesi, um aluno do colégio Meta foi para
14 e dava show. Nao dava para notar a diferenga. Acho que isso depende também
do professor. Tem uns que trabalham da mesma maneira, no ensino publico e no
ensino privado. Tem outros que vocé pode dar salario de deputado, que a aula

deles ndo muda. Na verdade, ndo tém comprometimento nenhum.

Pergunta: O que vocé acha do material apostilado adotado pelo colégio Meta?
Era tudo resumido e tinhamos que trabalhar uma apostila em cada um dos
quatro bimestres. Entdo, eu planejava e aplicava outras atividades

complementares.

Pergunta: Como vocé estd vendo hoje o processo de ensino e aprendizagem?

Eu ndo sei como esta hoje, mas até 2007, eu via que a cada ano cafa mais o
nivel de ensino. Eu dizia para o Itamar: se eu aplicar hoje uma prova que eu
aplicava ha dez anos, nenhum desses meninos faz. Por exemplo, eu ndo os deixava
usar maquina de calcular. Sempre os advertia sobre a possibilidade de a maquina
quebrar e de que ndo custa nada fazer as contas que eles aprenderam. Hoje em dia,
se o professor passar uma conta de dividir, tem aluno que ndo sai do lugar. Se

colocar fracdo ou nimero decimal, entdo é que ndo sai mesmo.

14
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Acontece é que o sistema quer que o aluno passe. Se ele sabe ou nao sabe,
ndo interessa. Tinha aula de recuperacdo. Eram propostas 10 questdes para os
alunos resolverem e estuda-las. Depois, era isso que caia na prova. Um
questionario. Assim, tinha aluno sem condi¢des de passar para o préximo ano, mas,

no conselho de classe diziam: “mas ele é tao bonzinho, deixe-o passar!”.

Pergunta: vocé se lembra de seus professores da Universidade?

Sim. Lembro-me de Zé Vicente, Aldair, Ribamar, um de Fisica, ele dava aula
em varias escolas e na Universidade. O professor Herminio. Muito ocupado. Uma
vez, ele deu uma prova e nela eu consegui nota 5,0 ou 6,0 pontos. Percebi que
minha nota estava registrada como 8,0 pontos, por estar sentado bem na frente e
perto da mesa em que ele ocupava. Perguntei a ele se aquela era mesmo a minha
nota, pois eu achava que tinha tirado s6 6,0 pontos. Entdo, ele respondeu
tranquilamente: sim! Agora, os 2,0 pontos a mais é por conta de um trabalho que

ndo deu tempo de passar para vocés.

Pergunta: Hoje, se vocé pudesse voltar no tempo, que profissdo vocé escolheria?

Sei ndo. Brincadeira! Falavam-me para pegar outros contratos e eu nao
aceitava, justificando que nao queria pegar depressao. Ainda tentei ser bancario.
Fiz um concurso na Caixa Econdmica e passei nas provas de conhecimento, mas
ndo consegui passar na prova de datilografia. Tinha um cara do meu lado e ele
escrevia rapidamente. Enquanto eu procurava as teclas, o cara datilografava
rapidamente.

Eu fazia faculdade e dava aula. Tinha dia que eu tinha que sair antes da aula
terminar. Muitas vezes dormia 3 ou 4 horas por dia. Mas eu gostava. Apesar de que
tinha turmas que eu chegava bem animado pra dar aula e outras que eu ia
empurrado. O trabalho do professor ndo tem aquela rotina. Cada dia tem alguma

coisa diferente. Nenhuma aula € igual a outra.
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Professor Aquileu José da Silva Filho
Falando livremente

Justamente como
Edmundo falou: nés,
apesar de brasileiros,
fomos criados
praticamente no Peru.
Quando viemos de 134, no
meu caso, eu ja vinha com
o 22 grau (hoje Ensino
Médio) completo.
Chegamos entre 65 e 66 e

eu logo fui fazer vestibular

para Direito. Ainda bem que deu para passar, apesar de eu achar que nao sabia
nada. Como ndo havia trabalho naquele tempo, fui para o magistério mesmo e
comecei a lecionar, preparando as turmas para o exame de admissdao. Como nao
havia professores para todas as matérias, eu me vi obrigado a lecionar mais de
uma disciplina e foi ai que comecei a gostar de matematica, portugués, historia e
geografia.

Numa dessas turmas em que eu lecionei todas as matérias, os alunos que
estudaram sob minha orientacao, por incrivel que parega, passaram em todas as
disciplinas do exame de admissdo. Aquilo ali me deu animo, me deu for¢a e eu
continuei lecionando.

O sucesso desses alunos chamou a atencdo do professor Peregrino que,
apesar de ndo me conhecer, deu um parecer favordvel ao meu trabalho, ao
comentar com o professor Jodo de Almeida que eu tinha certa desenvoltura em
Matematica. Entao, depois da corre¢do das provas, o Jodo de Almeida veio falar
comigo. Perguntou onde eu lecionava e eu o disse que ndo lecionava regularmente
em nenhuma escola. Em seguida, ele me perguntou seu gostaria de lecionar, o que
respondi que tinha interesse sim.

Nisso, aparece um curso de aperfeicoamento dos docentes do ensino
secundario-Cades, em Manaus. O mesmo professor Jodo me convidou e, mediante o

meu aceite, falou sobre a minha ida com o professor Raimundo Gomes, que era o
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diretor do Colégio Acreano. Sé ai ja foi meia bandeja andada. Fui para Manaus, e 13,
fiz o aperfeicoamento para comegar a lecionar. Agora uma coisa interessante,
gente, eu, que ndo lecionava modéstia, a parte, jA me comparava a muitos que ha
meses lecionavam matematica. Nesse sentido, o meu irmao Edmundo observou
que, apesar do cara estar fazendo o curso de Matematica, ainda se enrolava quando
o assunto envolvia fracao decimal.

Ja no Colégio Acreano, depois de conseguir uma vaga, através do Jodo de
Almeida, peguei minha primeira turma, que foi uma quinta série. Fiquei trés meses
na quinta série. Depois de mais trés meses, eu terminei o ano ensinando
Matematica para trés quintas e uma sexta série. No ano seguinte, além de pegar as
turmas que eu ja tinha lecionado, peguei uma turma mais adiantada e me vi
obrigado a estudar mais para dar aula. Quando cheguei ao quarto ano, ou seja, na
oitava série, o dominio dos conteddos das séries que ficaram para tras ja era
pagina virada para mim. Dei aulas até o ano de 1977. Trabalhando no Colégio
Acreano, na Etica, na escola normal, no Ceseme, e no Instituto Imaculada

Conceigao.

E sobre sua formagcdo em Matemadtica?

Aquele loirinho de matematica da Universidade, que vocés falaram agora
pouco o nome dele, Aldair. Ele morava em frente la de casa, gostava muito de mim,
muitas vezes ele chegava la da Universidade com aquele jeitinho dele e dizia:
Aquileu vem ca. Resolve esse problema aqui, que eu nao consegui resolver. Sera
que voceé resolve? Eu dava uma direcdo para a resolucdo do exercicio, ele agradecia
e se mandava.

Depois, ele me convenceu de ir fazer o curso de Matematica. Eu fui por
causa dele. Fiquei até o terceiro ou quarto periodo e abandonei, porque,
trabalhando no planejamento, na area ligada ao setor da Sudam, eu viajava muito,
mais do que caixeiro viajante. Muitas vezes eu chegava de viagem na época das
provas na faculdade, e tinha que fazer essas avaliagdes depois de perder varias
aulas. Mesmo assim, eu passava e, as vezes, tirava nota melhor do que aqueles que
nao perdiam uma aula. Aquilo sinceramente me chateava. Por isso, decidi

abandonar tudo.
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Pergunta: Era possivel conciliar os trabalhos que o senhor desenvolvia na sala de
aula com a Faculdade de Direito?

Teve uma época, por exemplo, que eu saia de casa seis e meia para comecar
a dar aula no Colégio Acreano as sete horas. Saia de 14 as onze horas. Ndo ia nem
em casa almogar, porque ndo dava tempo. Saia de 13, ia para o Colégio das freiras.
Chegava 14, comegava a aula uma hora. Quando davam trés horas, saia de 1a e ia
para a Escola Normal. Ainda bem que era perto. Quando davam cinco horas, saia da
Escola Normal e ia para Universidade, por conta da faculdade de Direito, que era ali
onde era o prédio do Banacre. Eu ia tomar café, almocar e jantar onze horas da
noite, em casa.

O doutor Gerson era o diretor da faculdade de Direito. Um dia, ele me
chamou para dizer que havia percebido que eu estava com muita falta. Eu
justifiquei que tinha que dar aula a noite, no Colégio Acreano. Entrava sete e safa as
onze. Entdo ele pediu que lhe fizesse o favor de pegar uma declaracdo dos meus
horarios de aula. Entdo fui a Escola falar com o professor Raimundo Gomes, o
Diretor do Colégio Acreano. Ele pediu que me fosse dada a declaragdo e eu a levei
para a faculdade, com as informag¢des de que de segunda a sexta, das sete as onze,
eu dava aulas naquela Escola. O Gerson, entdo, lamentou a minha situagdo, mas eu
falei que nao podia fazer nada. Ou estudava ou trabalhava para alimentar minha
familia. Entdo ele decidiu me ajudar. Continue dando tuas aulas. Quando vocé
puder vir, vocé vem. O que ndo puder, no final do més, eu abono tuas faltas, ele
disse. Af eu senti o peso da responsabilidade nas costas. Como eu nao assistia as
aulas, nos sabados e domingos, eu me reunia com outros colegas que assistiam as
aulas e iamos estudar. Na época das provas, os outros colegas ficavam admirados
com o meu desempenho. Nem sabiam o duro que eu dava para conseguir me
formar.

Depois, eu passei a lecionar Matematica, ja formado em Direito. Lembro-me
que o Procurador Geral, a época, me chamou e disse que eu nao poderia continuar
trabalhando assim. Que a Matematica e o Direito sdo areas completamente
diferentes, incompativeis. E que, se eu quisesse continuar lecionando, escolhesse
uma area de ciéncias humanas, portugués, historia ou geografia. Qualquer uma
dessas servia. Entdo, eu larguei a Matematica. Nessa época, eu lecionava s6 no

Complexo escolar de Ensino Médio-Ceseme.

18



Revista Elementos ¢ 42 edi¢cdo * ano 2014

Pergunta: e referéncias bibliograficas?

Eu ndo seguia um livro especifico, mas indicava um dos que estavam
disponiveis na época para que os meninos pudessem se orientar nas leituras. Eu
costumava indicar Ary Quintela ou Osvaldo Sangiorgi.

Um dia, mostrei aos alunos da sexta série o livro do Marcio Brandao,
dizendo a eles que o livro dele era bem didatico e que eu também o usava para
planejar as aulas. Como eu os advertia de que o bom aluno deve estar preparado
para as provas igual a um soldado que vai para a guerra, elaborei uma avaliagdo,
onde 80 por cento dela foi composta por exercicios resolvidos naquele livro. Achei
que ia pegar a turma toda, mas foi a melhor nota que a sala ja tirou. Eles haviam
resolvido todos os problemas antes da prova. Achei bonito, porque motivava a
turma a estudar mesmo. O assunto em questdao tratava das coordenadas
cartesianas. Eu fazia o pessoal resolver todo o livro. Com isso eles acabavam

aprendendo e fixando bem os conteddos.

Pergunta: Vocé se lembra de ter tido algum problema com alunos em sala de aula?
Eu mesmo ndo, mas eles as vezes tinham comigo. Eles me chamavam de
professor fominha, porque eu, além de nao faltar, ndo gostava de perder tempo. E
entdo, quando eu pegava o ultimo hordrio, eles ja sabiam, eu entrava e ia direto
para o quadro. Quando tocava a campainha, ia fazer a chamada. Eu chamava o
camarada e, depois dele responder, podia sair de sala. Lembro-me de um episédio
que ocorreu na oitava série. Estava chamando fulano, fulano, fulano e ouvi um
blamamblum! Olhei e disse: rapaz o que foi isso? Um dos meninos respondeu
dizendo que Fulano ia saindo e chutou a cadeira. Antes de chamar os udltimos
alunos, pedi que um deles fosse chamar o chutador. Ele voltou. Um rapagao!
Acabei de fazer a chamada e ele perguntou se havia mandado o chamar? Entao eu o
perguntei se ele havia chutado mesmo a cadeira. Ele disse que sim e eu o adverti de
que um rapagdo tdo bonito como ele, ja na oitava série, deveria levar a sério a
instrucdo que recebia e ser também educado. Continuando, eu pedi que, se ele ndo
me respeitasse na qualidade de professor, respeitasse ao menos os seus colegas,
inclusive, observasse que na sua turma havia uma senhora gestante e que foi feio o
que ele havia feito. Depois de escutar tudo calado, ele perguntou se eu ja tinha

terminado e eu disse ja. Entao ele disse que pensou que eu ia dar a ele pelo menos
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trés dia de punicdo. Entdo, falei: eu ndo pensei nisso, mas, ja que vocé quer,
coloquei a mdo no ombro dele e saimos até encontrar o inspetor Alberto. Pedi que
ele o levasse até a direcdo para que ele fosse punido com trés dias de suspensdo. O
Alberto, mesmo pensando que era brincadeira minha, chegou a diretoria com o
aluno e falou: Professor Raimundo, Aquileu mandou pedir trés dias de punicdo
para esse aluno. Entdo, o Diretor perguntou o que ele havia feito e ele contou tudo
em detalhes. Isso foi o bastante para que o professor pedisse a sua secretaria, a
senhora Raimundinha, que desse, ao invés de trés, seis dias de suspensdo, sendo
trés dias por sua conta.

Gragas a Deus, a parte de comportamento, naquele tempo, era muito boa.
Depois surgiu a tal de psicologa, o orientador escolar, e hoje, pelo que eu sei, o
professor nao pode nem chamar a ateng¢do do aluno. Isso, eu acho, tira a autoridade

do professor.

Pergunta: O senhor quer acrescentar mais alguma coisa?

Sim. Eu quis voltar a estudar Matemadtica, mas meu irmdo, Jesus, e o
professor Magnésio logo me disseram que eu, estando velho daquele jeito, estava
ficando louco e ndo devia mais sentar em cadeira de estudante. Sinceramente, isso
foi um balde agua fria.

Eu sempre digo que se eu tivesse concluido o curso de Matematica, hoje eu

ndo estaria sem fazer nada. Poderia estar dando aulas, porque eu gostava muito de

ensinar.
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Resumo
Os determinantes de matrizes quadradas de ordem 2 e de ordem 3 podem
ser obtidos através de calculos orientados pelos elementos de suas diagonais.
Observando a regra de Sarrus, usada no caso em que a matriz é de ordem 3,
estabelecemos uma regra similar que nos permite calcular, a partir dos produtos
elementares dos elementos de suas diagonais, o determinante de uma matriz

quadrada de ordem 4.

Abstract
The determinants of square matrices of order 2 and order 3 can be
obtained by calculation guided by the elements of their diagonals. Observing
Sarrus rule, used in the case where the matrix is of order 3, a similar rule set that
enables us to calculate, from the elementary products of elements of their

diagonals, the determinant of a square matrix of order 4.

Palavras chaves: Matrizes e Determinantes
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1. Introducio: Justificativa e Objetivos

O estudo do determinante de uma matriz é muito importante, pois este
conceito tem implicacdes importantes para a teoria de sistemas de equacgdes
lineares e para o estudo das matrizes invertiveis.

(Livro Boldrini): No livro chinés Nove Capitulos sobre a Arte Matematica,
cujo autor é desconhecido (250 a.C.), ja havia exemplos da resolucao de sistemas
de equacbes através de matrizes, bem como algumas noc¢bes ligadas a
determinantes. No mundo Ocidental, o conceito de determinante come¢ou a ser
tratado esporadicamente a partir do século XVII. Nessa época surgem trabalhos de
G. W. Leibniz (1646-1716), de G. Cramer (1704-1752), que desenvolveram um
método de resolucdo de sistemas através de determinantes, conhecido por “Regra
de Cramer”, o que foi publicado em 1750, juntamente com alguns resultados
simétricos de ]. L. Lagrange (1736-1813). S6 no século XIX é que os determinantes
passaram a ser estudados mais sistematicamente, a comecar pelo longo tratado de
A. L. Cauchy (1789-1857), em 1812, tendo sido realizados, em seguida, trabalhos
de C. G. Jacobi (1804-1851). A partir de entdo, o uso de determinantes difundiu-se
muito e esse conceito, de um nimero associado a uma matriz quadrada, mostrou-
se extremamente Util para caracterizar muitas situacdes, como por exemplo, a de
saber se uma matriz é invertivel ou nao e se um sistema admite ou ndo solucao.

O determinante de uma matrizn X n é definido como sendo a soma dos
n!(n fatorial) produtos elementares dessa matriz, com sinal positivo ou negativo.
Quando se trabalha com matrizes 2 X 2, temos apenas dois produtos elementares,
cujos fatores ocorrem nas diagonais da matriz e, dessa forma, o calculo do
determinante é bastante simples: basta multiplicar os elementos da diagonal
principal (produto positivo) e somar com o produto dos elementos da diagonal
secundaria (produto negativo). Se a matriz for de ordem 3 X 3, é bastante comum
usarmos a famosa regra de Sarrus para calcular seu determinante. Tal regra
consiste em escrever a matriz e, em seguida, adjuntar as duas primeiras colunas da
matriz, logo apos a terceira coluna da mesma, obtendo uma matriz com 3 linhas e 5
colunas. Nessa nova matriz temos seis diagonais: trabalhando de “cima para
baixo”, temos trés “diagonais” da esquerda para a direita, e trés diagonais da
direita para esquerda. Os produtos elementares dessa matriz sdo exatamente os

produtos das entradas dessas diagonais, sendo que os produtos da “esquerda para
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direita” sdo positivos e os da “direita para esquerda” sdo negativos. Assim, o
determinante da matriz é determinado realizando a soma desses produtos.
Notemos que os procedimentos para o calculo do determinante de uma matriz 2 X
2 e de uma matriz 3 X 3 sao bastante parecidos.

Destarte, o estudo proposto resulta da indagacao, realizada em uma aula de
introducdo a Algebra Linear, no curso de licenciatura em matematica: existe um
procedimento para o cdlculo do determinante de uma matriz4 X 4, andlogo ao
procedimento utilizado para o cdlculo do determinante de uma matriz 3 X 37

No presente texto daremos uma resposta positiva para essa questdo. No
entanto, deixaremos bem claro que ndo temos a pretensdo de tornar o
procedimento aqui apresentado, para o calculo do determinante de uma matriz 4 X

4, mais importante que os procedimentos tradicionais.

2. Fundamentos tedricos metodolégicos

Para definirmos o determinante de uma matriz quadrada de ordem n X n,

0 < n € Z, precisaremos de alguns resultados preliminares sobre permutacdes.

Defini¢dol. Uma permutacao do conjunto de inteiros {1, 2, 3, ..., n} é um rearranjo

desses inteiros em alguma ordem, sem omissdes ou repeticdes.

Exemplos:

1) Para {1, 2}, temos as seguintes permutacgoes (1,2) e (2,1);

2) Para {1, 2,3}, temos as seguinte permutacoes (1,2,3),(1,3,2),(2,1,3),(2,3,1),
(3,1,2)e(3,2,1);

3) Para {1, 2,3, 4}, temos as seguintes permutacdes (1,2, 3,4), (1,2,4,3), (1,3,2,4),
(1,3,4,2), (1,4,2,3), (1,4,3,2), (2,1,3,4), (2,1,4,3), (2,3,1,4), (2,3,4,1),
(2,4,1,3), (2,43,1), (3,1,2,4), (3,1,4,2), (3,2,,4), (3,2,4,1), (3,4,1,2),
(3,4,2,1), (4,1,2,3), (4,1,3,2), (4,2,1,3), (4,2,3,1), (4,3,1,2) e (4,3,2, 1).

Observamos que em geral existem n! (n fatorial) permutacdes distintas do

conjunto {1, 2,3, ...,n}.
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Denotaremos  por (ji,j2,j3,-+,jn) UmMa permutacdo arbitraria do
conjunto {1, 2, 3, ...,n}. Neste caso, j; é o primeiro inteiro na permutacdo, j,é o

segundo, e assim por diante.

Defini¢do 2: Diremos que ocorre uma inversdo numa permutacdo sempre que um

inteiro maior precede um menor.

O nuimero total de inversdes que podem ocorrer numa permutacao pode ser
obtido da seguinte forma: encontre o nimero de inteiros que sao menores que j; e
que aparecem depois de j;, na permutacao; logo em seguida, encontre o numero de
inteiros que sdo menores que j, e que aparecem depois de j,, na permutacao. Faca
0 mesmo para os inteiros js, ..., j,_1- O total de inversdes é exatamente a soma

desses nameros.

Exemplo: Considere a permutagdo (4, 2,1, 3). O nimero de inversdes é:3+ 1+ 0 =

4,

Defini¢do 2: Dizemos que uma permutacdo é par (respectivamente, impar) se o

numero total de inversdes for um nimero par (respectivamente, impar).

Exemplos:

1) Permutagdes pares: (1,2,3,4),(1,3,4,2),(1,4,2,3), (2,1,4,3),(2,3,1,4),
(2,4,3,1),(3,1,2,4),(3,2,4,1),(3,4,1,2),(4,1,3,2),(4,2,1,3),(4,3,2,1).

2) Permutagdes impares: (1,2,4,3),(1,3,2,4), (1,4,3,2), (2,1,3,4), (2,3,4,1),
(2,4,1,3),(3,1,4,2),(3,2,1,4),(3,4,2,1), (4,1,2,3), (4,2,3,1),(4,3,1, 2).

Defini¢do 3: Dada uma matriz A, de ordem n X n, definimos um produto elementar
dessa matriz como sendo um produto de n entradas de A, tais que ndo ocorram

duas de mesma linha ou de mesma coluna.

Observamos que uma matriz A de ordem n X n tem n!(n fatorial) produtos
elementares. Estes sdo os produtos da forma a,; , a,j,, ..., Anj,» onde (ji,j2, -, Jn) €

uma permutacdo do conjunto {1, 2, ..., n}.
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A11 Q12 Q13 Q14
Az1 Qzz Q23 Q4
az1 A3z Q33 dzs
Qg1 A4z Qg3 Qyal, ,

Exemplos: Seja A = Os produtos elementares sao:

A110322033044; A11023034A43; A11024032043; A12021034043; A12073031044; A12024A330471;
A13021032044; A13027034047; A13024031047; A14021033042; A14072031043; A14023037041;
A110322034043; A11023032044; A11024033047; A12021033044; A12023034041; A12024031043;
A13021034047; A13027031044;01307403,047; A14021032043; A14027033047 € A14073031047-

Definicdo 4: Dada uma matriz A, de ordem n Xn,um produto elementar
ayj,,0zj,, -, Anj,, Mmultiplicado por +1 ou —1, é chamado um produto elementar

com sinal de A. Usamos o sinal " + " se (j, jz, .-, jn) for uma permutacdo par e o

sinal " — " se (j1, J2, ---, jn) for uma permutacao impar.
Exemplo:

Produto elementar Permutagdo associada paridade Produto elementar com sinal
11037033044 (1,2,3,4) par 10a11072033044
1102303404, (1,3,4,2) par +0a1107303404;
110324037043 (1,4,2,3) par +0a11024032043
Q12021034043 (2,1,4,3) par 10a12071034043
Q12073031044 (2,3,1,4) par 10a17073031044
A12024033041 (2,4,3,1) par 1012024033041
Q13021037044 (3,1,2,4) par 10Q13071032044
A13022034041 (3,2,41) par t0a13022034,041
A1302403104; 3,4,1,2) par +0a1302403104;
1407103304 (4,1,3,2) par 10a1407103304;
A140322031043 (4,2,1,3) par 1014022031043
A140330372041 (4,3,2,1) par 1014023032041
11022034043 (1,2,4,3) impar —QA110A22034043
A11023032044 (1,3,2,4) impar —QA110A23032044
1102403304, (1,4,3,2) impar —QA11024033047
A12021033044 (2,1,3,4) impar —QA12021033044
A12023034041 (2,3,4,1) impar —QA12073034A47
A12024031043 (2,4,1,3) impar —QA12024031043
A1302103404; 3,1,42) impar —QA13021034047
A130322031044 (3,2,1,4) impar —QA130A27031 044
A130240372041 3,421 impar —QA13024032047
A14021037043 (4,1,2,3) impar —QA14021032043
Q14022033041 (4,2,3,1) impar —014032033041
A14032303104; (4,3,1,2) impar —QA140A23031047

Tabela 1
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Agora, estamos em condicdes de definir o determinante de uma matriz

quadrada.

Defini¢do 4: Dada uma matriz A, de ordem n X n, definimos seu determinante,
anotado por det(A4), como sendo a soma de todos os produtos elementares com

sinal de A.

Exemplos:

ay;; ap

. Entdo, temos que
Az azz]ZXz ’ d

1) Determinante de uma matriz 2 X 2. Seja 4 = [

det(A) = ay1a,,—a42a,4, que pode ser obtido a partir dos dados da tabela abaixo:

Produto elementar Permutagdo associada paridade Produto elementar com sinal
110z (1,2) par ta;1a;;
A12021 2,1 impar —0a12021
Tabela 2

a;; A1z Qi3
2) Determinante de uma matriz 3 X 3. Sejad = [Q21 Q22 Q423 . Entdo, vale
Q31 d3z 0a33]343

que det(A) = a,1a,2033+A130,3031+0130103,— 0110303, — 013051033 —A13072031,

que pode ser obtido a partir dos dados da tabela abaixo

Produto elementar Permutagdo associada paridade | Produto elementar com sinal
11022033 (1,2,3) par +0ay10;2033
12023031 (2,3, 1) par +0a12073031
13021032 (3,1,2) par +0a1307103;
11023032 (1,3,2) fmpar —a11A,303;
Q12021033 (2,1,3) fmpar —Q120A71033
13022031 3,21 impar —a13022031

Tabela 3

Na pratica, para memorizar a formula do exemplo 1, fagamos o seguinte:

“Realizamos o produto das entradas da flecha direcionada para direita e

26



Revista Elementos ¢ 42 edi¢cdo * ano 2014

subtraimos do produto das entradas da flecha direcionada para esquerda”,

conforme figura abaixo:

[a11\ Q12

Laz, ’V\azz\]zxz

A A
E, para memorizar a férmula do exemplo 2, realizamos o seguinte:
“Acrescentamos a direita da matriz a primeira e a segunda coluna e, em seguida,
realizamos a soma dos produtos das entradas das flechas direcionadas para direita
e subtraimos da soma dos produtos das entradas das flechas direcionadas para

esquerda.”

- - -
< < ~ - - -

\a11\ Q12 .A13]. A11_. Q12

Az1 Mz .G23] 421 Q22

az{ _Qzz _Q33] Qz;_ A3z _
A" &7 &7 TA TA Ta

: : . 1 Gy Gp3 a
4) Determinante de uma matriz 4 X 4. Sejad = [ 2% 22 23 2% Dy

Qa1 Qg Q43 Agqel,
tabela 1, temos det(A) = a11a;5a33Q44 + 11023034042 + 11024032043 + 12051034043
T Q12073031044 + A12024033041 + Q13021032044 + (13022034041 T A13024031042 T

14021033047 T Q14022031043 + Q140230320417 — (11022034043 — (011023032044 —

A110240A33047 A12021033044 A12073034041 — Q12024031043 — QA13021034042 —

A13022031044 — A13024032041 — A14021032043 — A140220330471 — A14023031047.

Note a dificuldade de se calcular o determinante de uma matriz de ordem
4 X 4, a partir da definicdo. Assim, € melhor usar a expansdo em cofatores, que

trataremos a seguir.

Definigdo 4: Se A é uma matriz quadrada, entdo o determinante menor da entrada
a;j, ou simplesmente o menor de a;j, ¢ denotado por M;; e definido como o
determinante da submatriz, obtida ao suprimirmos a /-ésima linha e a j-ésima

coluna de A. O nimero C;; = (—1)i+jMij é chamado de cofatorde a;;.
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a11 Q12 Q13 Qg4
dz1 Az Q23 Qg
az1 A3z 0A33 034
Qg1 A4z Qa3 Qged, ,

Exemplo: Seja A = . O menor de a3, é o nimero obtido

a1 A13 Ay4
=det| |Q21 Q23 Q4 . E este
Ap1 Q43 Qaalzys

por M3, =det|.].

Ay Qyp Qg3 Qged, ,
determinante, claro, é o de uma matriz de ordem 3 X 3. Assim, podemos calcular

facilmente e obter o cofator de as,, que é C3, = (—1)3t2Mj,.

O resultado a seguir é bem conhecido e serd enunciado sem prova, pois sua

demonstracdo foge aos objetivos do presente trabalho.

Teorema 1 (expansao em cofatores): O determinante de uma matriz 4, de tamanho
n X n pode ser calculado multiplicando-se as entradas de qualquer linha (ou
coluna) pelos seus cofatores e somando os produtos resultantes, ou seja, para
quaisquer 1 <i <nel <j <n,valeque:

1) det(4) = a,;Cyj + az;Cyj + -+ + ay;Cpj, que é uma expansdo em cofatores, ao

longo da j-ésima coluna da matriz A.

2) det(A) = a;1Cy + a;3Cip + -+ + a;,Cin, que é uma expansdo em cofatores, ao
longo da i-ésima linha da matriz A.

Exemplo: Seja a matriz A genérica, de ordem 4 X 4. Vamos calcular det(A) fazendo
uma expansido, em cofatores, ao longo da primeira coluna de A. Temos det(4) =
11 Q12 Q13 Qg

Azp Q3 Qo4

Qz1 Az Q23 Qg
det = ay (- det | |az2 azz Qazq
a31 dzz A3z 043y
Aup Qg3 Q4al344

Qg1 Q4 Q43 Qyed,.,

A2 Q13 Aqg A2 Q13 Aqg
+ ay (1% det| [az2 azz  azs + aszi(—1)°"det| |2z Q23 Gz4
QAap Q43  Qaalzyq QAgp Q43 Qaal3y4

A1 A13 Qg4
+ a41(_1)4+1det a22 a23 a24.
A3z Q33 Q34l5344
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3. Uma alternativa para calcular o determinante de uma matriz de ordem 4

Vamos, agora, apresentar uma forma alternativa para calcular o
determinante de uma matriz de ordem 4 X 4, como resposta a um questionamento
que surgiu em uma aula de introdugdo a Algebra Linear, no curso de licenciatura
em matematica. Existe um procedimento para o calculo do determinante de uma
matriz de ordem 4 X 4, analogo ao do calculo do determinante de uma matriz de
ordem 37

Apés alguns momentos de reflexdo sobre a questdo proposta e de alguns
experimentos realizados com matrizes de ordem 4, verificamos que podemos
realizar o calculo de tal determinante da seguinte forma:

Acrescentamos a direita da matriz a primeira coluna, a segunda coluna e a
terceira coluna, nessa ordem, logo em seguida, acrescentamos a primeira coluna
novamente, depois acrescentamos a quarta coluna, a segunda, a terceira e a
primeira coluna, nesta ordem, e entdo repetimos a segunda coluna; em sequéncia,
acrescentamos a quarta, a terceira, a primeira e a segunda, como mostra a figura

abaixo:

a;, @, %3 Q4] A Gz Qg3 Qg G Qg Qg3 Qg Gz Gy 413 G Gio
A1 Gy Q23 Q24| Gy Gy Gz G Gpa Gpp Gp3 Gpy Qa2 Qg @23 Q21 Q22
azy A3z 433 34| a3 az, azz Gz Az A3y d3z3 A3 A3z Azg 33 (31 A3
Ay Aoy %3 Q] g, o, a3 Qg Guy Qg Quz G Qi Gaq %3 Qa1 Gap

(Figura A)

Observamos, na Figura A, que o indice j em cada coluna é a ordem em que
as mesmas foram acrescentadas.

Depois de termos realizado a acdo de acrescentar as colunas na sequéncia
descrita acima, verificamos que os produtos elementares, com sinal, aparecem
naturalmente, como podemos verificar abaixo, olhando as “flechas” direcionadas
para a direita, Figura B, e as “flechas” direcionadas para esquerda, Figura C.

Note que a disposi¢do das “flechas” tem algumas falhas (figuras B e C).
Colocamos uma sequéncia de quatros flechas e pulamos uma diagonal, depois
colocamos mais uma sequéncia de quatro flechas e pulamos mais uma diagonal e,
por fim, uma sequéncia de mais quatro flechas.

Também podemos observar que a paridade das permutag¢des aparece de

forma alternada, facilitando com isso os calculos.
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~ ~ ~ ~
~ ~ Se ~ ~ ~ ~ ~ ~

~
~ . N ~ N ~ ~ ~

~ ~
N ~

R EIN AT A1~ ay, Sap3 Uy T€ia Gqp 813 @ Bz Qg %13 Q11 Qi
Ap1 Qaz o3 ~0oa|~A21 @y, “Uys Uy Uy Ay O3 Uy Ty Opq Q23 G211 A2
az; Q32 Qg3 U34(~d31 “gg, agy A3y U3zq A3y €33 Gz U3z Uzg P33 f3g A3z

Qg1 Ga2 Qa3 Gy a“\;anz;a’naA ayq ‘%A‘aﬁz‘uﬁi%l‘ Ay uM\Aﬂq.s\Aum\AaQA

I I I A

(Figura B)

a;; Az Q3 Qg Qi @i, aj; Ay Ay Qs Gz (g1 Q12 Qs Giz- Qe Qoo
ayq Azz Q3”7 Azf| G271 32,2 ays3 azi’ a2f4,’ GQE Qzs 0Ayq Qz2° Az4° a23’ aZA’ az,
azy Q327 Az 33| A1 a;, ass” Ay Ggf Az O3z Gzr” O3z” G3q” 9337 (31 Q32

au1” 94‘5,}1’45 VO M1 ays3” ged Ga1 Qed Qup Qaz” Qur” Guz” Qad” (43 Qa1 Q4o
A - A7 - A7 A A7 A7 A7 A7
- + - + - 4+ - + - + -

(Figura C)

Agora, realizando a soma dos produtos das entradas das flechas
direcionadas para direita e direcionadas para esquerda, obedecendo a paridade de
cada produto, como vemos nas figuras B e C, temos o determinante da matriz de
ordem 4 X 4.

Observamos que para realizar esse procedimento, basta que o leitor
memorize a seguinte sequéncia para alocar as colunas a direita da matriz: 12, 22, 3,

18,423,238, 323, 18,223, 43 33 13 e 28,

4. Conclusao

Em que pese termos, ao nosso olhar, respondido a questdo proposta, nao é
nossa intenc¢ao tentar induzir, principalmente os alunos, que, ao se depararem com
o problema de calcular o determinante de uma matriz de ordem 4 X 4, optem por
desenvolver esses calculos que apresentamos aqui. A forma proposta no presente
texto é apenas uma alternativa para o calculo do determinante de uma matriz 4 X
4, que pode ser, inclusive, mais trabalhosa que os calculos, utilizando expansdo em
cofatores. Veja que, para o calculo utilizando a forma proposta, tivemos que
acrescentar 13 (treze) colunas a direita da matriz, em certa ordem, para que os 12
(doze) produtos elementares surjam. Imaginemos um procedimento como esse
para o caso do calculo do determinante de uma matriz de ordem 5 X 5. Quantas
colunas devem ser acrescentadas a direita da matriz para que os 120 (= 5!)

produtos elementares aparegam?
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Resumo

A relacao aritmética existente entre as dimensodes de dois subespacos W; e
W,, de um mesmo espaco vetorial V(K) e as dimensdes dos subespacos soma e
intersecdo, respectivamente, W; + W, e W; N W,, mostram a necessidade de uma
explicacdo a respeito da dimensdo do subespaco nulo. Por inclusdo, podemos
classificar o conjunto vazio @ como sendo um conjunto linearmente independente.
Juntando a isso uma cuidadosa definicio de [S], o subespaco gerado por um
subconjunto S de V(K), concluimos que [®] = {0} e que a dimensdo do espaco nulo

é zero.

Abstract

The existing arithmetic relation between the dimensions of two subspaces
W, and W, of a vector space V(K) and dimensions of subspaces sum and
intersection, respectively, W;+ W, and W; N W,, show the need for an explanation
of the dimension of the null subspace. For inclusion, we can classify the empty set
@ as a linearly independent set. Adding to this careful definition of [S], the
subspace generated by a subset S of V(K)V, we conclude that [@] = {0} and that

the dimension of the null space is zero.

Palavras Chave: Escalares, matrizes, espagos vetoriais, base e dimensao.
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1. Introducgao

Depois de entendermos a definicdo de um espaco vetorial abstrato, é
possivel que nossas lembrancas se atenham a Algebra que é discutida sobre o
plano analitico de Euclides.

A nossa pretensdo no pequeno texto aqui elaborado é relatar sobre a
auséncia de discussao quanto a dimensao do espaco nulo. Comumente ou quase
sempre, e quando é citada, a dimensao do espac¢o nulo, por convencdo ou definicdo,
é igual a zero.

Dado que conjuntos linearmente independentes ndo podem conter
subconjuntos linearmente dependentes, o conjunto vazio @ é LI. Combinando isso
com a definicao de conjuntos geradores, as bases vazias podem ser consideradas a
partir de argumentacdes que podem ser feitas a respeito dos membros da familia

dos subespagos de um espago vetorial.

Revisdo bibliogrdfica

Em [3] (BOLDRINI, J. L.; Costa, S. I. R;; Ribeiro, V. L., Wetzler, H. G.), no
capitulo 4, sobre os espacos vetoriais, é feita uma abordagem que usa os fatos
geométricos dos vetores de R? e R3; define a soma, fala da soma direta e da
intersecdo de subespacos em separado, exemplificando cada uma dessas
construcoes. Em seguida, antes de definir base e dimensio de um espaco vetorial,
relaciona os conceitos de combinacdo, dependéncia e independéncia linear. A
relacdo dim (U + W) = dim U + dim W — dim(U n W), entre subespagos de um
espaco vetorial V(K), aparece como um teorema, na pag. 20. A demonstracio,
deixada a cargo do leitor, é orientada por exercicios colocados no final do capitulo,
que termina com uma abordagem sobre mudanca de base. Ndo é dada qualquer
explicacdo para a dimensdo do espago nulo {0}, apesar de deixar clara a
necessidade de termos dim {0} = 0, na equacdo acima, quando a soma U @ W ¢é
direta.

Em [4] (GONCALVES, A. S. e Rita M. L), no capitulo 4, as proposi¢cdes que
descrevem um espaco vetorial sao colocadas de maneira bastante didatica. Para
concluir os estudos sobre matrizes linha equivalentes foram incluidos os espacos
linha e coluna de uma matriz, ligando esses conceitos com o espago vetorial

formado pelas solucoes de um sistema linear homogéneo.
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Com relacdo a soma de subespacos, na pag. 71, coloca uma definicdo de
soma como um exemplo e, em seguida, particularmente, observa que toda matriz
quadrada é soma de uma matriz simétrica com uma matriz antissimétrica e que
toda fungdo real é soma de uma funcdo par com uma fungcdo impar. Os conjuntos
linearmente dependentes e independentes sao destacados nas paginas 76 e 77,
mas o conjunto vazio @ nao é relacionado com essa questdo. A discussdo sobre a
dimensdo do espaco nulo nao é feita, como também ndo foi incluida a relagao
dim (U + W) =dim U + dim W — dim(U n W).

Em [7] (LANG, Serge), o capitulo Il se refere aos espacos vetoriais, bases,
dimensao, somas e as somas diretas. Podemos observar que praticamente todos os
resultados que relacionamos aqui, em nossa Introducdo, aparecem 13, de forma
direta ou indiretamente. Além disso, o autor explora somente as relacdes
dim (U + W) = V(K), quando V(K) é soma ou soma direta de seus subespacos U e
W. No caso em que U@ W = V(K) é uma soma direta, propde, como exercicio,
provar que dim (U X W) = dim U + dim W; onde W X L = {(w,l)/weWel €L}
é o espaco vetorial que relacionamos no item 2.1, da secdo 2, deste trabalho.
Nenhuma discussdo é feita a respeito da dimensado do espaco nulo.

Em [8] (LIPSCHUTZ, Seymour), no capitulo 5, separado do capitulo 4 onde
sdo explorados os conceitos de base e dimensdo, é feita a discussao sobre os
espagos vetoriais. No paragrafo sobre bases e dimensdo, a dimensdo do espacgo
nulo é definida como sendo igual a zero. Isso, para combinar com a definicdo dada
de que @ é um conjunto LI. No mais, o texto apresenta uma riqueza de problemas
resolvidos, problemas propostos e problemas suplementares, que ajudam a
entendermos melhor a estrutura dos espacgos vetoriais.

Quase todas as definicoes, exemplos e resultados, apresentados nessa
discussado, podem ser vistos nos livros aqui relacionados e, a nosso ver, sao fiéis ao

rigor que esse assunto originalmente exige.

Espacos vetoriais

1.1 Defini¢do: Seja V um conjunto ndo vazio e + uma operacdo de adi¢cdo definida
emV,talqueVu,v,w € V, valem:
Au+(v+w)=Ww+v)+ w;

Arvyu+v=v+uy
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As:Jo€eVtalqueo+u=u+o=uy;
Ay3—veVtalque—v+v=v+(—v) =o.

Seja K um corpo com o qual possamos construir o conjunto KV =
{kv/k € Kev € V} c V, produto de K por V, a partir da multiplicagido por escalar
kveV;VkeKeVveV,satisfazendo,V k,s € KeVu,veV:
M;:k(u+v) = ku + kv;
M,: (k + s)v = kv + sv;
Ms: (ks)v = k(sv);
M,:1 v = v; onde 1 é o elemento neutro da multiplicacdo definida em K.

Nessas condig¢des, dizemos que V é um espaco Vetorial sobre (o corpo) K.
Comumente, escrevemos (V(K), +,-) ou simplesmente V(K) para indicar que V é

um espaco vetorial sobre o corpo K.

1.2 Exemplos: Sdo exemplos de espagos vetoriais:
— (R*(R), +,), (C(R), +,) e (C(R), +,").
— (M3n (K)(K), +,7), 0 conjunto das matrizes de ordem mxn; é um espaco vetorial
sobre K, sendo K um corpo. Se nao causar duvidas, esse espaco pode ser denotado
por (Myn (K, +,°).
— (P,(t), +,"), o conjunto dos polindmios de grau no maximo 1 <n € N, numa
variavel t e com coeficientes no corpo R, juntamente com o polinémio nulo. Aqui,
temos P,(t) ={ay+a;t+ -+ a,t"/a; ER; Vi=0,1,---,n} e as operacdes de
adicdo e multiplicacdo por escalar sdo definidas da seguinte forma: V p(t) = a, +
ait+ -+ a,t™,q(t) =byg+bit+--+bt"€EP(t)eVAER,
+:p(t) + q(t) = (ag + by) + (a; + b))t + -+ (a,, + b)t"

Ap(t) = Alag + at + -+ apt™) = Aag + Aagt + -+ Aa,t™t
— (THHRR(R), +,-), o conjunto Fg das fungdes reais, munido das operagdes de adigdo e
multiplicacdo por escalar, induzidas pelas operacdes de adicao e multiplicacdo,

definidas no conjunto dos numeros (ver [1], §7 do capitulo 1).

As propriedades da adicio e da multiplicagio por escalar, em FL(R),
decorrem das propriedades da adicdao e da multiplicacdo definidas no conjunto dos
numeros.

A funcao
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0:R— R

x ~ f(x) =0 éo elemento neutro da adigdo definida em Fg.

-Df=—-fR—R

x ~ (=f)(x) = —f(x) éoinverso aditivo da funcio f.

Por comodidade, vamos denotar um espacgo vetorial sobre um corpo K por

V(K). A terna, contendo também os sinais com as operacoes, estara implicita.

1.3 Definigdo: Seja W um subconjunto ndo vazio de um espacgo vetorial V(K). Se W
€ um espaco vetorial com respeito as mesmas operacdes que definem V(K) como
um espaco vetorial, entdo W é denominado de um subespaco vetorial de V (K).

[sso significa que, sendo W nao vazio, Vw;,w, € W eV A € K, vale que w; +
w,, Aw; € W, e mais, para os elementos em W se verificam as propriedades A4, A,,

.-+, My, listadas na defini¢ao, em 1.1.

Caracterizacdo de um subespago vetorial

As propriedades de uma operacdo definida em um conjunto ndo vazio quase
sempre se transferem para seus subconjuntos. Isso pode ser visto na seguinte

caracterizacdo de um subespaco vetorial

1.4 Observacgao: Seja V(K) um espacgo vetorial sobre um corpo K; seja W um
subconjunto de V(K). Entdo, sdo equivalentes:

a) W é um subespaco vetorial de V(K).

b) Vale que:

)0 eWw;

i)wy +wy, eW;VYw,w, €W,

ii)iweW;vieKeVweW.

c) Vale que:

DWW+ @;

i)Aw, + w, eW;VAeEKeVw;,w, EW.

Demonstragao: Pode ser feita no sentido a)= b)= c¢)= a). Mas,

independentemente da estratégia de demonstracao usada, podemos sempre levar
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em conta que as propriedades A;, A,, My, -+, My, listadas em 1.1, sdo herdadas pelo
subconjunto (ndo vazio) W.

No sentido de a) para b), a conclusao é imediata. De b) para c), usando o
fato em i), vemos que W # @ e, por ii) juntamente com iii), vemos que Aw; € W e
Awg+ w, eW; VA€ KeVw;,w, € W.Um bom exercicio é a verificacdo de que c)

implica em a).

Notagdo: Anotaremos W < V(K) para indicar que um subconjunto W de V(K) é

um subespaco vetorial.

1.5 Exemplos:

— D, (R), o conjunto das matrizes diagonais de ordem n, é um subespago vetorial
de M, (R).

-W={f eFER)/ f(0) =f(3)} <FER).

1.6 Observagio: Sejam V;(K) e V,(K) espacos vetoriais sobre um corpo K. Entdo,
vale que V;(K) X V,(K) = {(vy,v,) /v, € V1(K) e v, € V,(K)} é um espaco vetorial,
definindo, V (v, v5), (ug, uy) € V3(K) X V,(K) e V A € K, as operagdes:

+: (01, v2) + (Ug, up) = (Vg +ug, v, + uy);

- A(vy,v;3) = (Avg, Avy).

O par ordenado O = (0,0) é o elemento neutro da adicdo definida acima e
—(vy,v,) = (—v4,—v,) é o inverso aditivo de cada elemento (v,,v,) em V;(K) X
V,(K).

Aqui, ndo devemos pensar em heranca de propriedades. A coisa funciona
porque em cada componente do produto cartesiano valem as propriedades A;, A,,
My, -+, My, listadas em 1.1.

Podemos construir um espago vetorial mais geral, usando o produto
cartesiano. Em 1.6 podemos trocar o corpo K por K; e K, e considerar os espa¢os
Vi(Ky) e V,(K,), desde que tenhamos K; c K,ouK, c K;. Nesse caso, a
multiplicacdo por escalar é definida para 4 em K; ou A em K,, conforme a relacao

de inclusao entre os corpos K; e K.
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Nesse sentido, consideremos os <corpos K, cK,c--CcK, e
V1 (Ky),V,(K5) -+, V,,(K,), respectivamente, espacos vetoriais sobre cada um deles,
com 3 < n € N. O conjunto
P =V (Ky) X Vo (K3) X - X Vi (Kp) = {(vy, vz, -+, vp) /vy € Vi(Ky); i = 1,2, ,n}
é um espaco vetorial, definindo, V (vy, vy, ==+, v), (uq, Uy, =+, u,) E PeV A € K;:
+: (U1, Vg, V) + (Ug, Up, o, U) = (V1 + Uy, V3 Uy, o, Uy + Uy);

. A(vl; U2,y vn) = (A’Ul, sz» ) Avn)' (P.+)

Como sdo os subespacos de P? Podemos K\
montar varios produtos usando os espacgos Kff
vetoriais que ja foram apresentados em nosso \
texto até aqui e ver como essa coisa funciona. " 5

Por exemplo, temos que
<[é (7) (0, 3)) € D,(R) X W < My(R) X R, KZ
2x2 A
onde W = {(0,y)/y € R} é um subespaco de R?. Yoy

2. Teoremas relacionados aos objetos de estudo

Denotaremos por Fy ) = {W/W < V(K)} a familia dos subespac¢os de um
espaco vetorial V(K) sobre um corpo K. E claro que Fy k) ndo é vazia, pois {0} e
V(K), os subespacos triviais de V(K ), sio membros dessa familia.

Em Fy ), podemos definir operagdes que comumente se percebe nas

discussoes elementares da teoria dos conjuntos.

2.1 Observagdo: Seja V(K) um espago vetorial sobre um

V(K)
corpo K. Sejam W e L elementos quaisquer em Fy (k). Entdo, e
+
vale que:
a) W N L é um subespaco de V(K); , v

b) W+L={w+l/weWel€eL} é um subespaco de

V(K); Gaw
o) WXL={Wwl)/weWelelL} é um espago vetorial o
que contém uma copia de W e uma cépia de L.
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Demonstragao: a) Temos que 0 e W NL # ®; ja que 0 € W e 0 € L. Além disso,
YVuveWnL, vale que u,v e W <V(K) e u,v € L <V(K). Entdo, V1 € K, vale
que Au + v € W N L. Portanto, temos que W N L < V(K).

b) Podemos escrever 0 =0+ 0; com 0 € W e 0 € L. Entdo, 0 € W + L # ®. Mais
ainda, Vu,v € W + L, eles sdo da forma u=w;+1l; e v=w,+10,. E se 1¢é
qualquer escalar em K, temos que Au +v=Aw;+0l)+Ww,+1)=
Awy +wy) + (Al + 1;); com Awy, +w, EW <V (K) e Al; + 1, € W < V(K). Isso
provaque Au + v € W + L e, assim, vemos que W + L < V(K).

¢) Que W x L é um espago vetorial V(K) é claro! Pensamos como na observacao

em 1.6. Agora, as copias de W e L sao garantidas pelas fun¢des

oW —->W={Ww,0)/weW} e Y:L—>L={0,1)/1l€L}
w ~ p(w) = (w,0) L ~o)=(0,D

que sdo homomorfismos bijetivos. Vale que W = W < W X L e também L =L <

W X L.Que W e L sdo subespacos de W X L, é claro.

2.2 Corolario: Seja V(K) um espaco vetorial sobre um corpo K. Sejam W,, W,, -+, W,

elementos quaisquer em Fy(x); 3 < n € N. Entdo, vale que:

n
a)ﬂWi =wWinW,n--nW, <V(K);
i=1

n
b)zWi — W, + W, + -+ W, < V(K.

=1

Demonstragdo: E imediata!

2.3 Exemplo: Os subespacos W = {(x,0)/x € R} e L = {(0,y)/y € R} de R? sdo
tais que WNL={0,0} e W+L={(7vy)/x,y €R} =R% Nem sempre o
subespaco intersecdo estd tdo embaixo e o subespaco soma estd tdo em cima.
Quando isso acontece simultaneamente essa soma recebe um nome especial.

Se W e L sdo elementos quaisquer em Fyye W NL ={0}e W+ L =V (K),

dizemos que V(K) = W @ L é uma soma direta dos subespacos W e L.

Em geral, ao unirmos dois elementos W e L de Fy ), o conjunto W U L néo
¢ um elemento de Fy ). Por exemplo, unindo os subespacos W e L, vemos que

(1,0) e (0,1) sdo elementos de WU L = {v/ v € Wouv € L }. No entanto, a soma
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desses vetores (1,0) + (0,1) = (1,1) € W U L, o que mostra que W U £ ndo é um
subespaco de R?.

2.4 Observagio: Seja V(K) um espacgo vetorial sobre um corpo K. Sejam W e L
subespacos de V(K). Entdo, vale que W U L é um subespaco de V(K) se, e somente
seW cLouLclWV.
Demonstragdo: Vamos supor que W UL <V(K) e que W & L. Assim, devemos
mostrar que L c W. Seja l qualquer elemento em L. Como W & L,3w € W, tal que
w & L. Claramente, temos que LLw € WUL <V(K). Por isso, [+wWEW UL e
vemos que [+weW ou [+weL Se l+weL<V(K), temos que
—l+ (Il +w) =w € L. 0 que é uma contradigdo com a escolha de w. Entdo, s6 pode
ser que [+w € W < V(K). Mas assim, vale que (I+w)+ (—w) =1€ W. Isso
mostraque L c W.

Supondo W UL <V(K) e que L & W, argumentos parecidos aos que

fizemos acima mostram que W c L.

2.5 Corolario: Sejam V(K) um espaco vetorial sobre um corpo K e Wy, W,, -+, W,,
subespacos de V(K); com 1 <m € N. Entdo, W, UW, U ---UW,, =W < V(K) se, e
somente se, esses subespacos formarem uma cadeia Wy, ¢ Wy, c --- € W,_; onde
t; €{1,2,---,m};comi=1,2,---,m.
Demonstragao: Se m = 2, temos a mesma situacao que em 2.4 e, portanto, temos a
cadeia W; ¢ W, ou W, c W;.

Suponhamos que existe um primeiro inteiro m > 2, de modo que essa
afirmacdo ndo vale. Entdo, para2 <m—-1<me W;,W,,---,W,,_; subespagos de
V(K), vale que Wy, UW, U--UW,,_; =L <V(K) se, e sO se, esses subespagos

formam uma cadeia W, c W, c---c W, _;ondet; €{1,2,~-,m—1}; comi=

L
1,2,--,m—1.

Agora, para os subespacos L e W,,, novamente o resultado em 2.4 mostra que L U
Wy =W,UW,U---UW,, =W < V(K) se, e somente se, L € W,, ou W,, C L se, e
somente se, esses subespagos formam uma cadeia Wy c W, € --- ¢ W, ; onde
t; €{1,2,---,m}; comi=1,2,:-,m. Assim, ndo existe o primeiro inteiro m > 2, de
modo que essa afirmacao nao valha.

I[sso termina a demonstracdo do corolario.
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Conjuntos geradores, bases e dimensao de um espago vetorial

2.6 Definigdo: Seja V(K) um espago vetorial sobre um corpo K. O vetor v = a,v; +
a,v, + -+ a,v,; onde a; EK e v; €EV(K), comi=1,2,:-,n, é denominado uma

combinacdo linear dos vetores vy, vy, -+, Uy,.

2.7 Observagdo: Seja V(K) um espago vetorial sobre um corpo K. Fixados 1 <n €
N vetores vy, v,, -+, v, vale que:

a) W =[v,vy, v ={qvy +av, + -+ v, /0, €EK; i =1,2,--,n} é um
subespaco vetorial de V(K). Ele é denominado subespagco gerado por vy, vy, -+, Uy.
Nesse caso, dizemos que { vy, vy, -+, v} € um conjunto (de) gerador(es) de W e
W én gerado.

b) Dentre os subespacgos de V(K), temos que W é o menor subespaco que contém o
conjunto { vy, v,, -+, v, }, no sentido de que, se outro subespaco L de V(K) contém
{ vy, v,,++, v, }, entdo W estd contido em L.

Demonstragdo: a) Pondo a¢; = a; = -+ = a,, = 0, vemos que V(K)

0eW e assim, W # ®. Dadosw; = a,v; + av, + -+ +

apv, ew, =[v; + [v, + -+ frvpem W oe AemK, o

vetor AMagvy + ayvy + 4 apvy) + (Bivg + Bav, + W

o+ Buvy) =Aw; +w, EW. Isso mostra que W = (V1,2 e, U}
[vy,V9,+, 1] S V(K).

b) Suponhamos que L é um subespaco de V(K), tal que

{vy, vy, } € L. Entdo, Vyi, v, ¥n €K, vale que

Y1V1 + ¥V, + -+ ¥v, € L. Portanto, todo elemento de W (0}

é um vetor de L e assim, temos W < L.

Dois vetores sdao (paralelos) linearmente dependentes se um é multiplo
escalar do outro e vice versa. Em um espaco vetorial arbitrario onde os vetores nao
tém uma representacao geométrica, a interpretacao da colinearidade é feita por

meio de uma equacao linear.

2.8 Defini¢do: Seja V(K) um espaco vetorial sobre um corpo K. Dados n vetores

V1, Vg, o, U emV(K),com 1 < n € N, dizemos que:
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a) esses n vetores sdo /linearmente independentes (LI) se, e somente se,
dados ay, a5, -, @, € K, a igualdade aiv; + ayv, + -+ a,v, =0 vale se, e
somente se, tivermos a; = a, == = a, = 0.

b) esses n vetores sdo l/inearmente dependentes (LD) se, e somente se, na

igualdade ayv; + a,v, + -+ a,v, = 0temos a; = 0 paraalgumi € {1,2,:-,n}.

2.9 Exemplos:

— Consideremos y = {f, g} € FX(R), onde f e g sdo definidas por f(x) = cosx e
g(x) = senx, respectivamente. Podemos decidir se esse conjunto é LI ou LD da
seguinte maneira: sejam a,b € R. Fazendo af + bg = o0; onde o é a fung¢do nula,
temos (af +bg)(x) = o(x) & (af)(x) + (bg)(x) = o(x) & acosx + bsenx =

acosx + bsenx =0

0; Vx € R. Derivando essa ultima igualdade, temos {
bcosx — asenx =0

2 —
{a cosx + absenx =0 g ando essas equagdes, temos que (a* + b%) cosx = 0.

b?cosx — basenx = 0

Escolhendo um x conveniente, temos que a?+ b? = 0 & a? = —b?. Portanto,
temosa=b =0ey éLL

— B =1{(1,0),(0,1)} gera R%. Como os vetores de f§ ndo sio colineares, 8 é LI.

2.10 Observagdo: Seja f um subconjunto de um espacgo vetorial V(K) sobre um
corpo K. Entdo, vale que:

a) se § contém um subconjunto LD, entdo f§ é LD.

b) se f € um conjunto LD, entdo  pode conter subconjuntos LD ou LI.

c) se [ é Ll entdo todo subconjunto de f é um conjunto LI.

Demonstragao: Ver as referéncias.

O conjunto y = {(1,0),(0,1),(1,2),(—1,3)} é claramente LD. Além disso,
contém {(1 0),(0,1)}, que é LI, e contém {(1 0),(0,1),(1,2)}, que é LD. O item c)
pode ser explicado por contradicao, utilizando o item a).

O conjunto vazio @, por nao possuir elementos, estd contido em todo
subconjunto S de um espago vetorial V(K ). Pelo item a) iremos admitir que @ é um

conjunto LI.
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2.11 Definigdo: Seja V(K) um espago vetorial sobre um corpo K. Dados n vetores
V1, Vg, -, U, em V(K), com n € N, dizemos que o conjunto = {v;, vy, *+, 1, } € uma
basede V(K) se, e somente se,

a) B gera V (K);

b) B é um conjunto LI

2.12 Exemplos:
— Vale que [(10),(0,1)] = R%. Como os vetores de f nio sio colineares, § é LI

Portanto, f é uma base de R2.

— Temos [)ZC V}l]’]zxz =X [é 8]2X2 +y [0 0l [1 0 2X2 8 (1)]2)(2 . Isso
mostra que A = {[é ngz [O 0l [1 0l [8 (1) 2x2} gera M,(R). Agora,
2o o t7lo oh* 2t oL tvlo 1, =lo o, fomece aue

x =y =2z=w = 0evemos que A é LI. Entdo, 1 é base de M, (R).

— E facil ver que a = {1,i} e 6 = {1,t,t%,---,t™ } sdo, respectivamente, bases de

C(R) e P,(t). Aqui, é o espaco dos nimeros complexos sobre o corpo R.

2.13 Observagio: Seja V(K) um espaco vetorial ndo nulo sobre um corpo K. Se 1 <
n € Ney = {vy,v,, -+, v} € um conjunto gerador de V(K), vale que:

a) se y é LI, todo vetor de V(K) se escreve de modo Unico, como combinagio
linear dos vetores de y.

a) y contém uma base de V(K).

b) Se n é um subconjunto de V(K) e # = m > n; entdo n é um conjunto LD.

Demonstragao: Ver as referéncias.

2.14 Consequéncia: Seja V(K) um espaco vetorial sobre um corpo K. Se 8 e y sdo
bases de V(K), elas possuem o mesmo nimero de elementos.

Demonstragao: Se #3 > #y, B € LD. Se #y > #[, y € LD. Resta que #f = #y.

[sso nos da mais seguranca para estabelecermos a definicao de dimensao de

um espaco vetorial.
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2.15 Definigdo: Seja V(K) um espaco vetorial sobre o corpo K. O nimero dim V(K),
de elementos de uma base de V(K), é denominado de dimensio de V(K). Se

dim V(K) = n, é comum dizermos que dim V(K) é um espaco n — dimensional.

Nem sempre é possivel “contarmos” os vetores de uma base de V(K). Por
exemplo, FR(R), o espaco das fungdes reais sobre o corpo R ndo possui dimenso
finita.

O ultimo resultado deste paragrafo descreve com exatiddo a estrutura de
um espaco vetorial e a algebra que envolve seus subespacos e respectivos
conjuntos geradores. A exigéncia de que os vetores que compdem as bases de um
espaco vetorial devem ser linearmente independentes mostra que essas bases
possuem o mesmo numero de elementos, no caso dos espagos vetoriais serem de
dimensdo finita. Encerramos este pardgrafo mostrando que, se U e W sao
subespacos de V(K), existe uma relacdo aritmética entre as dimensdes dos

subespacosU, W, UnNnWeU+ W.

2.16 Teorema: Seja VV(K) um espacgo vetorial n — dimensional sobre um corpo K;
com 1 <n € N. Entdo:

a)sey = {vy4,Vy, -+, -} € um subconjunto LI de V(K) e 1 < r < n, vale que:
i) 3 um vetor v de V(K) fora de [vq, vy, -+, 1 ];

ii) o conjunto {v,, vy, -+, -} U {v} é LL

b) se f é um subconjunto LI de V(K), ele faz parte de uma base de V (K).

c) todo subconjunto LI de V(K), contendo n vetores, é uma base de V (K).
d) se U e W sdo subespacos de V(K), vale que:

i)dimU < dimV(K) =nedim W < dimV(K) = n.

ii) dim (U + W) = dim U + dim W — dim(U n W).

Demonstragdo: Para os itens a), b), ¢) e d), item i), Ver as referéncias.

Agora, claro que UNW estd contido em U e em W. Portanto, se 6 =
{vi,vy,++, 1.} € uma base de U N W e dimU = m, pelo item b), podemos completar
esse conjunto com m — r vetores, de modo que f; = {vy, Uy, =, Uy, Ug, Uy, , Uy }
seja uma base de U. Da mesma forma, se dimW = [, juntamos [ — r vetores 0 e
obtemos uma base 8, = {vy, vy, , Uy, Wy, Wy, -, W;_,.} de W.

O conjunto B ={vy, vy, Vp, Uy, Up, o, Uppeyy W1, Wa, =+, Wi_r ) tem

exatamente #8 =r+ (m —r) + (I —r) = m + [ — r vetores.
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Provaremos que £ é uma base de U + W. Que S gera U + W, é claro: cada
vetor de U pode ser escrito na forma
u=avy+-+av+buy + -+ by Up_r+ 0wy + -+ 0w_,.
E cada vetor de W pode ser escrito na forma
w=cv;+- - +cv +0uy + -+ 0wy +dywy + -+ di_ Wy,
Portanto, todo vetor de U + W pode ser escrito como sendo:
ut+w =(ay+c) v+ +(ap -+, ) v +biuy+ o +by U+ d Wit d Wy
Agora, verificaremos que 8 é LI: pondo
@:aqvy + -+ a v+ by + o+ by U Wy + W, = 0,
vemos que
v=av; + -+ a v +bug+ o+ by Uy = =Wy F+ o+ (=)W,
é um vetor em UNW. Sendo 6 = {v,,v,,-,1,} uma base desse subespaco,
podemos escolher escalares 44, -+, A4,- de modo que
v=—cw; + -+ (= )Wi_p = 41y + -+ 4,0,
Equivalentemente, temos Ayv;+ -+ Av+cywy+ -+ w_, =0.
Como S, é um conjunto LI, vale que ¢; = :-* = ¢;_,, = 0. Substituindo o valor dos
¢;'s em (O), temos a,v; + -+ a, v, + byuy + -+ byy_yUp— = 0. Mas, B; é um
conjunto LI. Entdo, vemos que também a; =+ =a, = by = = b,,_, = 0. Isso
mostra que S é LI. Concluimos que f é uma base do subespaco soma U + W e que,
precisamente, temos #B =dim(U+W)=r+(m-r)+(—-r)=m+l—-r =
dim U + dim W — dim(U n W). Isso prova o item d), ii).

Bases vazias

O plural que define este paragrafo tem a ver com a generalidade do espago
nulo. Podemos pensar no vetor nulo de cada um dos espagos dados como exemplo
até aqui.

O resultado em 2.7 sugere a seguinte

2.17 Definigdo: Seja V(K) um espago vetorial sobre um corpo K. Seja S qualquer
subconjunto de V(K). Entdo, [S], o subespaco gerado por S, é definido como sendo

o menor subespago de V(K) que contém S.
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Podemos entdo, em 2.7, incluir o caso em que temos n = 0 vetores fixados.

Vale o seguinte resultado

2.18 Observacdo: Seja V(K) um espago vetorial sobre um corpo K. Entdo, vale que
[®@] = {0} e dim {0} = 0.

Demonstragdo: Vale que @ c {0} < W; VW € Fy ) = {W/W < V(K)}. Portanto,
{0} é o menor subespaco de V(K) que contém @. Dai, [@] = {0} e dim {0} = 0.

2.19 Exemplo: Sejam M3(R) o conjunto das
matrizes quadradas de ordem 3 e dois de seus
subespacos U = {4 € M3(R)/A' =A}e W = {A €
M;(R)/A* = —A}. Temos que U+ W = M;(R) e i
UNnW = {0} é o conjunto unitario formado pela
matriz nula. Portanto, M3(R) =U@ W é uma

soma direta dos subespacos U e W. Unw=

000
00 OH
000
Agora, mesmo sem avaliarmos quais sao as
dimensédes de U e W, a relagdo dim (U + W) = dim U + dim W — dim(U n W), do
item ii) do item d) de 2.16, juntamente com a observacao em 2.18, permite que
estimemos que dim U e dim W tém paridades diferentes.

Observemos que dim M;(R) =9, dimU =6 e dim W = 3. Por simples

0 1 0 0 0 1
inspecdao, vemos que as matrizes Ly =|-1 0 0| , L;=]10 0 O e
0 0 O0lzgs —1 0 O0lzgs

0O 0 O
L, = [0 0 1] formam um conjunto de geradores LI's de V.
0 —1 O0lss

3. Consideragées finais

Depois de fazermos a revisdo bibliografica, percebemos que realmente as
perguntas dos alunos a respeito do espago nulo tinham fundamento. Ao
consultarmos outros livros, que comumente eram usados aqui em nossa
Instituicdo, percebemos que muitas vezes a discussdo ndo destaca as bases vazias e
a dimensao do espago nulo, que influem diretamente na utilizacdo da equacao em

ii) do item d) de 2.16.
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Em [1] e em [6], os autores STEINBRUCH e HOWARD, respectivamente,
também ndo fazem essa abordagem.

Em [5], um livro que comumente é adotado em um curso de bacharelado ou
mestrado, HOFFMAN e KUNZE definem (ver pag. 45) que: se S é um subconjunto
de um espagco vetorial V(K) sobre um corpo K; entdo [S] é a intersecdo de todos os
subespacos deV (K) que contémSS.

Ainda, em [5], pag. 56, comenta em paragrafos que: o conjunto vazio ® é LI
por ndo conter nenhum vetor e que a intersecdo de todos os subespacos de
V (K)que contém o conjunto vazio é{0}.

A definicdo em 2.17 ndo entra em desacordo com a definigdo que temos em
[5];ja que {0} € Fy), = (W/ P c W < V(K)}.

Nossa intengao, ao relacionar os diagramas/reticulados que indicam os
espacos vetoriais, seus subespacos ou cadeias de subespacos, foi a de despertar
para o fato de que essas visualizacdes graficas complementam a compreensdo que
se pode ter dessas estruturas.

Por fim, apesar de a motivacdao ter sido dar uma explicacdo sobre a
dimensao do espaco nulo, acreditamos que este pequeno relato de experiéncia se

configura numa boa discussao sobre o livro didatico.
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Resumo

Desde que o resto da divisdao de um inteiro positivo n = 3 por um
inteiro d >0 fica limitado por 0 e d—1, podemos estabelecer uma
correspondéncia biunivoca entre o conjunto das classes residuais mdédulo n e o
conjunto das raizes de ordem n da unidade complexa. Dado que cada uma dessas
raizes representa um vértice de um poligono regular, temos, por isomorfismo, que

o conjunto desses pontos do plano, aditivamente, é uma cépia do conjunto Z,.

Abstract

Since the remainder of the division of a positive integer n = 3 by
an integer d >0 is bounded by 0 and d —1, can establish a biunivocal
correspondence between the set of residue classes module n and the set of order n
roots of complex unit . Given that each of these roots is a vertex of a regular
polygon, we have, by isomorphism, that all of these points in the plane, additively,

is a copy of the set Z,,.

Palavras chave: Conjuntos, operagdes, isomorfismos e poligonos.
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1. Introdugao

Um importante resultado que envolve os numeros inteiros e o conceito de
divisdo é o algoritmo da divisdo euclidiana: para quaisquer dois inteiros a e b, com
a # 0, sempre existem dois Unicos inteiros g e r, taisque b =qa+re 0 <r < |al.

O estudo das fung¢des, em conjunto com as estruturas algébricas, permite
que facamos boas comparagoes. Os isomorfismos entre os espagos vetoriais, que
estudamos na Algebra Linear, sio particulares exemplos de como podemos
associar os aspectos algébricos de duas estruturas. Por exemplo, partindo de uma
definicao de multiplicagdo entre pontos (ou vetores) do plano, podemos definir um
homomorfismo bijetor do conjunto C dos niimeros complexos para R?, que é uma
forma concreta de apresentarmos esses nimeros.

Esse é um dos pontos de partida para a comparagdo entre duas estruturas
que queremos fazer. Vamos, a partir das raizes de ordem n da unidade complexa,
determinar um poligono regular de n lados e, através de um isomorfismo, mostrar
que o conjunto dos vértices desse poligono pode ser identificado como o conjunto
das classes de equivaléncia modulo n, este inteiro. As nog¢bdes da teoria dos
conjuntos, o emprego do Algoritmo da divisdo de Euclides, propriedades do
Maximo Divisor Comum e as descri¢gdes do conjunto dos nimeros complexos, além
da identificacdo das raizes da unidade como sendo vértices de um poligono
regular, nos convidam a fazer uma leitura agradavel e complementar, no sentido
de que os contetidos estio organizados e rigorosamente de acordo com a
linguagem matematica e podem servir de material de apoio para professores e
estudantes de matematica.

Os conceitos da Teoria dos Conjuntos englobam operacbes e suas
propriedades e as relagdes de equivaléncia, onde destaca-se a relacdo de

congruéncia modulo um inteiro n. As no¢des de Aritmética nos permitem concluir

que o conjunto quociente de Z por = (mod n), definido por Z/E (mod n) = Ly, =

{Z/z € Z}, contém exatamente n elementos e que nele podemos definir operagdes
de adicdo e multiplicacdo. Nesse contexto, o Algoritmo da Divisdo Euclidiana é
decisivo. Com isso, a descricdo do conjunto dos nimeros complexos, utilizando o
conceito de homomorfismo, nos permite ver que C é isomorfo ao plano R? e que

nos possibilita apresentar formas mais concretas de um nimero complexo.
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2. Apresentacdo de resultados

O conceito de poligonos regulares ja aparece nos estudos secundarios,
quando estudamos a area das figuras planas, longe de sabermos da engenhosidade
geométrica envolvida na construcao desses objetos, a depender das ferramentas

que podem ser usadas.

2.1 Poligonos regulares

De inicio, podemos analisar que a construtibilidade dos poligonos regulares,
por meio de régua e compasso, é bastante acessivel e, com o uso do Geogebra,
dispomos de uma grande ferramenta para construcao das figuras mencionadas.
Dessa forma, poligonos regulares como tridngulos equilateros, quadrados,
pentagonos e hexagonos sdo naturalmente construtiveis com no¢des de Geometria
Euclidiana.

Em 1726, Gauss, aos 19 anos, mostrou que a construcao do heptagono
regular e de outros poligonos regulares era impossivel através de processos
euclidianos, investigou ainda a construtibilidade dos poligonos regulares de p

lados, sendo pum niimero primo.

Nessa investigacdao Gauss provou o seguinte resultado:

2.1.1 Observagdo (Teorema de Gauss-Wantzel): um poligono regular de n lados

pode ser construido com régua e compasso se, e somente se, n = 2% ou n=

2%p,p, - py; onde pq, Py, ..., P SA0 NUMeros primos distintos da forma p = 22 11
e a e § sdo nameros inteiros; ou seja, sdo numeros primos de Fermat.
Demonstragio (Ver: GONZALEZ, N. R; LOPEZ, P. L.; NOVOA, E. V. Teoria de Galois.
Santiago de Compostela. 2013; pagina 200).

Com isso, é possivel prever que:

a) E possivel construir os seguintes poligonos (até 20 lados): os de 3, 4, 5, 6,
8,10, 12, 15, 16, 17 e 20 lados, incluindo todos os construidos por Euclides, tendo
em vista que podemos escrever: 3 = 20.3,4 = 22,5 =205,6 = 213,8 =23, 10 =

215,12 =223,15=1203.5,16 = 24,17 = 20.17 e 20 = 22.5.
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b) Os poligonos regulares de 7, 9 e 27 lados ndo sao construtiveis com o uso
de régua e compasso.

c) Os poligonos regulares com um nimero primo de lados sdo, portanto, o

triangulo e o pentagono, construidos por Euclides e os de lados n = 22f 4 1.

Agora, mostraremos que, ao representarmos geometricamente as raizes de
ordem n da unidade complexa, acabamos por obter o desenho de um poligono
regular, inscrito em um circulo unitario. Isso, de certa forma, resolve o problema
da impossibilidade da construtibilidade através de régua e compasso de alguns
poligonos regulares, devido a observacdo de Gauss, em 2.1.1.

De acordo com as definicdes sobre mdédulo e argumento de um nimero
complexo e considerando a forma polar e a representacdo geométrica de cada raiz

da unidade, podemos relacionar o seguinte resultado.

" , . 2k , 2k
2.1.2 Observagdo: asnraizesde 1 =1+ 0i € C,wy, = cosTn + isen Tn; comk =

0,1,---,n — 1, ocupam os vértices de um poligono regular de n lados, inscrito no

circulo unitario e centrado na origem do plano de Argand-Gauss.

Demonstragdo: Sendo z =1 =1 + 0i, vale que |z| = V1? + 02 = 1. Assim, temos
lwy| = \/m = 1, ou seja, cada raiz estd sobre uma circunferéncia de raio unitario e
de centro na origem. Além disso, observamos que arg(wy,;) — arg(wy) = 27”, o que

mostra que essas raizes ocupam os vértices de um poligono regular de n lados,

inscrito no circulo unitario de centro na origem.

Figura 01: Representagdo geométrica das raizes enésimas da unidade

v

2.1.3 Exemplo:

As raizes sdo
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wo = cos0 +isen 0 =1+ 0i;

21 . 21
Wq{ = C0S — + isen—;

7 7

41T . 41
Wy, = COS — + isen—;

7 7

61 . 61T
W3 = CO0S — + isen—;

7 7

81 . 8m
Wy = COS — + sen—,

7 7

10 . 10
Wg = CO0S — + isen—;

7 7

12w . 12w
Weg = COST + lsenT;

[sso nos da a representacdo geométrica abaixo

Figura 02: Representagdo geométrica das raizes sétimas da unidade

b o5 o ds s 2 2 3

Da mesma forma, conseguimos construir os poligonos de 9 e 27 lados com
mais precisao.

De maneira geral, destacamos a facilidade que ¢, através da representacao
geométrica das raizes da unidade complexa, construir um poligono regular de 2 <
n lados, sendo n um inteiro positivo fixo.

Seguimos fazendo, ainda, o uso de construgdes geométricas como parte da
discussao em torno do principal objetivo de nosso trabalho, que é o de podermos
mostrar que a estrutura do conjunto desses pontos do plano, que determinam um
poligono regular de 2 < n lados, pode ser comparada, aditivamente, a estrutura do

conjunto das classes determinadas pela relagdo congruéncia médulo n, inteiro.
2km | . 2k
Doravante, U,, = {Wk = COSTH-I- isen T”/Z <n€Zek=01-,n- 1}

denotara o conjunto das raizes de ordem 2 < n da unidade complexa.
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2.2 A multiplicagdo de nimeros complexos no conjunto U,,

Conhecemos do Calculo Diferencial que, usando séries de poténcias,
podemos escrever a identidade de Euler: e? = cosf + isen®.

Através dessa relacdo, podemos observar qual o efeito ao multiplicarmos
duas raizes da unidade complexa. Em geral, escrevendo um nimero complexo na

forma z = |z|(cos6 + isenB) = |z|e'?, teriamos, para cada k=0,1,---,n—1, as

2kmi
raizes de ordem n da forma w, = e n , e perceberiamos o efeito somativo no

expoente desse produto.

Mas, apostamos no entendimento de que podemos fazer uma boa
comparacao desses objetos e, mesmo evitando o uso dos conceitos do calculo
diferencial, entender como objetos da Geometria (de Euclides) surgem como
elementos de uma Estrutura Algébrica e vice versa.

Os exemplos a seguir dao uma ideia do porqué de termos restringido nossas

discussdes ao conjunto U,.

2.2.1 Exemplo: seja A = {z € C/z* = 2}. Através de contas simples, percebemos
que A = {W, W(cos §+ isen g), W(cosn + isenm), 2 (cos 37” + isen 3771)}
Calculando, por exemplo, algumas poténcias de w; = W(cos §+ isen g),
temos:
4 TL' B V[

w; = \/E(cos S +isen E)’
W2 =wiw; = (W)Z cos (E + E) + isen (E + E) = ﬁ(cosn + isen )

1 11 2 2 2 2 )

3 _ .2 _ , 4 T , T\ _ 4/53 3 . 3
Wi = wiwy = \/f(cosn + isen T[)\/E (cos By + isen E) = \/Z_(COS - + isen 7),

wi =wiw, = V23 (cos %ﬂ + isen 3?”) A{/f(cos g+ isen g) = 2(cos2m + isen2r).

Podemos observar, na figura 03, que, embora as raizes quartas de z = 2
possam representar vértices de um quadrado, as poténcias de w; “explodem”, no
sentido de que o modulo dessas poténcias aumenta e as afasta do conjunto A4,
quando as afasta da origem do plano. Isso, claro, também mostra que A nao é

fechado para a multiplicacao definida em C.
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Figura 03: Representagiio das raizes quartas de z = 2 e poténcias de w, = V2 (cos g + isen g)

<

(w1) Wy A u Wy z X

H

(w:)*

Além deste, podemos exemplificar mais dois conjuntos que nao sao

multiplicativamente fechados em C:
2.2.2 Exemplo: seja B = {Z €C/z* = %} Entdo, alguns calculos simples mostram
que B = {4\/; ‘:/z (cos Z+isen E), ‘:/z (cosm + isenm), :/E(cos 3 4+ isen 3—”)} As
2742 2 2 2 2 2 2
. . A 41 T . T\ ~
primeiras poténcias de w; = \/; (cos S T isen E) sdo:
wy = ‘:/i(cos Z+isen E),
2 2 2
2
. 1 .

W12 =wiwy = (4\/2> (cos (E + E) + isen (E + E)) = \/: (cosm + isen m),

2 2 2 2 2 2

. . 3 . 3

W13 = W12W1 = \/E(cosn + isen n)i]z(cos Z 4+ isen E) = 4\/7(COS = 4+ isen —”)

2 2 2 2 2 2 2

411 3w . 3w\ 4|1 b4 . b4 1 .
wi =wiw; = |=(cos =+ isen =) |=(cos =+ isen =) = =(cos2m + isen2m).
1 17 2 2 2 2 2

%=

23 2

. . 1
Mais uma vez, vemos que, embora as raizes quartas de z = 5 bossam

representar vértices de um quadrado, as poténcias de w; “encolhem”, no sentido
de que o mddulo dessas poténcias diminui e as afasta do conjunto B, enquanto as
aproxima da origem do plano. Por isso, também concluimos que B nao é fechado

para a multiplica¢do definida em C.
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Figura 04: Representagio das raizes quartas de z = % e poténciasde w; = 4\[% (cos ; +isen g)

4
W (2} A (w) W, X

Em nosso préximo exemplo, para ndo induzir um pensamento errado,
consideraremos que z nido seja um numero “real puro”, onde Im(z) = 0.
Mesmo assim, o exemplo trata de um caso muito particular de calculo de

raizes e poténcias de um nimero complexo.

2.2.3 Exemplo: seja C = {z €C/z* = % + ?1} Nesse caso, |z| = (%)2 + (?)2 =1

b4 . b4 7T . 7T 131 . 131 191 . 197 ’
eC = {COS — + isen—,cos — + isen—,cos — + 1sen—, coS — + 1Lsen —} Dal,
12 12 12 12 12 12 12 12

71T . 71T
para w; = cos o + lsenE , temos:

7T 7T . 7T 7T 7T . 71T
W12 = W{Wq = C0S (— + —) + isen (— + —) = coSs— + Isen—,
12 12 12 12 6 6

3 2 o, 7T o, 7T o, 7T
wi =wiw; = (cos— + isen— || cos— +isen—) = cos — + isen —
6 6 12 12 4 4

4 3 7T . 7T 7T . 7T 7T . 7T
wi =wiw; =|(cos— + isen— || cos—+isen—) = cos —+ isen —
4 4 12 12 3 3

7T . 7T 7T . 7T 357 . 35m

W15 = Wle = (cos— + isen —) (cos— + Lsen—) = coSs — t+isen —

3 3 12 12 12 12

Percebemos, na figura 05, que o argumento de wi, com n =1,2,3,40u 5,

~ .. , 1 3.
ndo coincide com nenhum dos argumentos das raizes quartas de z = 5+71 e,

assim, a representacdo geométrica dessas poténcias ndo pode coincidir com a

representacdo geométrica dessas raizes.
/ . 81 . 81
Além disso, notemos que wyw; = cos — + isen— +wy, Vke{01,2 3},

mostrando que C ndo é multiplicativamente fechado.
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Figura 17: Representagio das rafzes quartas de z = % + g i e poténcias de w; = cos :—’21 + isen Z—:

()

(un )

(un)*

Wy

Notemos que, independentemente dos numeros complexos que
consideramos nesses exemplos, o desenho de um poligono regular, no caso de um
quadrado, sempre pode ser feito, o que poderia tornar sem sentido querer
comparar o conjunto dos vértices de poligonos regulares, considerando somente o
conjunto U,, das raizes da unidade complexa.

O problema com o fechamento da multiplicagdo visto nesses exemplos
justifica nossa ideia de olhar exatamente no conjunto desses objetos geométricos.
Esse é um dos cuidados que temos que ter e que da sentido aos nossos esforgos
para tentar comparar U,, com outro “mundo”, onde, de certo, ja sabemos podemos

manipular objetos com seguranca.

2.24 Observagdo: o conjunto U,, formado pelas raizes enésimas da unidade
complexa, é multiplicativamente fechado.

Demonstragdo: basta lembrar a definicdo de argumento (principal) do numero
complexo z A unicidade do 4ngulo 6 = arg(z) € |—m, ] e a regra de que o produto
de dois nimeros complexos, na forma polar, é igual a um nimero complexo, cujo
modulo é o produto dos mddulos e cujo argumento é a soma dos argumentos dos
nimeros complexos multiplicados, mostram que o resultado da multiplicacdo de

dois elementos de U,, ¢ também uma raiz de ordem n da unidade complexa.

3. A dlgebra dos vértices de um poligono regular
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Conforme nossas observacoes constantes do item 2, podemos manipular as
raizes da unidade complexa com certa seguranca. Isso é um convite para
investigarmos as propriedades da multiplicacao definida em U,,.

Na forma polar, cada raiz da unidade complexa tem modulo igual a 1 e, por

isso, multiplicar esses objetos significa, efetivamente, efetuar uma soma.

3.1 Observagdo: com relagdo a operacdo de multiplicacdo, valem as propriedades,
2k . 2k
Vwy,w,w €U, = {Wk = cosT"+ lsenT"/Z <n€Zek=01-,n— 1}:
— Associatividade: w, (wjw;) = (wpw;)wy;
— Comutatividade: wyw; = wjwy;
A . 20m . 2.0.m
— Existéncia de elemento neutro: 31+ 0i = w, = cos ——+isen—— = cos0 +
isen0, tal que (1 + 0i)wy, = wu(1 + 0i) = wy;
s A . . 2
— Existéncia de inverso: Vwy, € U,, 3w, € U,, tal que, sendo w, = cos%+
. 2gm .
isen——, vale que wyw,; = wywy, =1 =1+ 0L,
Demonstragdo: as propriedades de associatividade e comutatividade valem, por
2.0.r . 2.0 . )
heranga, de C para U,. Como 1 =w, = cos——+isen——= cos0 + isen0 é uma
raiz da unidade, a existéncia de elemento neutro esta garantida.
2h . 2h
Agora, sendo wy = cosTn + isen Tn, com h=20,1,---,n— 1, basta tomar

g =n — h para termos wy,wy, = wywy, = (1 4 0i) = wy,.

Continuaremos com 0s nossos argumentos, de modo que possamos dar uma
ideia de como o conjunto U,, dos vértices de um poligono regular, pode ser visto
como uma estrutura algébrica.

Olhemos por um momento as tdbuas das operacdes de adicdo e

multiplicacdo em Z; e em Us, respectivamente:

+ 0 1 2 Wo | Wi | W2
o |0 | 1|2 Wy | wo | wy | wy
1 1 2 0 Wi | Wi | W2 | Wy
2 2 0 1 Wz | W2 | Wo | W3
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Quem olha, mesmo sabendo que a tabela acima e do lado direito provém de
uma multiplicacdo, tende a acompanhar o raciocinio da soma feita na tabela da
esquerda, olhando os indices do rodapé de w, com k = 0, 1, 2.

Nesse sentido, o resultado abaixo nos mostra que podemos comparar U,, com o
conjunto das classes de equivaléncia Z,, = {0,1,---,n — 1}.
Uma descricdo da estrutura de Z, pode ser vista em nossa referéncia de

numero [4].
3.2 Observagdo: a funcao §, definida abaixo, ¢ um homomorfismo bijetor.

6: (Up,.) —— (Zn, +)
w, 15wy =k

Demonstragdo: primeiramente, V w;,w; € U, = D(§), dominio da funcio &, se
temos 6(Wj) = §(w,), entdo vale que J = L. Pela observacdo em 1.1.20; pag. 21 de
[11], temos j = [, consequentemente, w; =wpe § é injetiva. Agora, para toda classe
X € Z, =CD(6), contradominio da funcido &, vale que x €{0,1,---,n— 1},
conforme a observacao em 1.2.9; pag. 25 de [11]. Assim, para esse inteiro x, a raiz
da unidade w, € U,, = D(6) é tal que 6(w,) = X, 0 que prova a sobrejetividade da
fungdo 6.

Por fim, veremos que § é um homomorfismo. De fato: V w;, w; € U,, = D(6),

vale que 6(Wj.Wl) =0 ((cosm + isen m) . (cosz—m + isen ﬂ)) Assim, vale
n n n n

que & (cos (% + %) + isen (% + ZTM)> =4 (cos (@) + isen (@)) e,

por isso, temos & (Wj.Wl) =4 (Wj.,_l) =j+l=j+1= S(Wj) + 6(w;). Concluimos,

entao, que U,, = Z,.

Esse isomorfismo, além de identificar cada raiz de ordem n da unidade
complexa com uma classe X do conjunto quociente de Z, pela relacdo = (mod n),
diz que resultados que valem para a estrutura multiplicativa de U,, valem, de
maneira equivalente, para a estrutura aditiva de Z,, e vice versa.

Nés iremos entdo, por comparacao, relacionar algumas propriedades, que,
aditivamente, a estrutura de Z, possui e, assim, dar uma descri¢cao mais completa

da estrutura multiplicativa de U,,.
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3.3 Definigdo: seja G um conjunto ndo vazio no qual a operacdo * esteja definida.
Entdo, se g € G, definimos:

a) (g) = {g™/ n € Z}, o conjunto de todas as poténcias inteiras de g € G.

b) Se a operacdo * admite elemento neutro e, o menor inteiro positivo t tal que
g* = e, é denominado de ordem do elemento g.

c) Se tivermos (g) = {g"/ n € Z} = G, dizemos que G é um conjunto ciclico. Nesse

caso, g ¢ denominado de (um) geradorde G.

A observagao a seguir nos d4d uma boa ideia de como podemos aproveitar

dessa identificagdo de U,, como sendo o conjunto Z,.

n-—1
3.4 Observacdo:se 2 < n € Z e n é impar, vale que wy = 1.
k=0

Demonstragdo: olhando para as discussdes feitas no paragrafo 1.4 de [11], vemos

n-—1
que & (1_[ Wk> = 5(W0+1+...(n_1)) = 0+4+1+4--(n—1).Eissoé,sobabarra, uma
k=0

soma de uma P. A. de razdo e termo inicial iguais a 1. Assim, esse produto é igual a

-1 _
T n.(n—1) . .
0 1_[ wy | = — mas como n € impar, vale quen = 2k + 1,k € Z,ou seja,

k=0

— n2k _—— _
vale que 6 nwk =T=n.k=0.

k=0

Agora, § é um homomorfismo bijetor, particularmente, § € injetivo. E como

-1
20.m  2.0.m , _ 1
é (1 = Wy = c0S + isen = cos0 + LsenO) = 0, resta queﬂwk =1.,
k=0
n—1

Eoqueé Z Wi =Wy +wyq + -+ w,_q,se 2 <n € Z? Curiosamente, essa
k=0
soma € nula! Podemos testar isso efetuando alguns calculos nos casos em que n é

pequeno.

Facamos paran = 4, assim temos as raizes

2.0 . 2.0 .
Wo = €0S— — + isen——= cos0 + isen0 = 1;
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2.1m . 2.1m 4 . 4 .
Wy = cos—— + isen—— = cos— + isen—-= 0+ i;
4 4 2 2
41T . 4T .
Wy = cos—-+isen—- = -1+ 0i.
3m . 3n .
W3 = cos— tisen— = 0—i.

Temos uma soma nula, que é wy + w; + w, + w3 = 0.

E claro que a soma de duas raizes da unidade ndo é uma raiz da unidade. No
caso acima, temos que wy +w; = 1 + i ndo é uma raiz da unidade. Isso significa
que a adicao dos nimeros complexos nao esta definida no conjunto Uy.

Assim, esse fato de que essa soma é nula, que também pode ser verificado
com régua e compasso, nos casos em que n é pequeno, imaginando cada elemento
de U, como um vetor centrado na origem do plano, ndao deve ser tratado via o
isomorfismo que definimos em 3.2.

Agora, vamos definir uma estrutura algébrica amplamente estudada e que
termina por dar a nog¢do exata da estrutura de U, vista através da identificacao

desse conjunto com o conjunto Z,,.

3.5 Definigoes: seja * uma operagdo definida em um conjunto nao vazio G.
a)Dizemos que G é um grupo com respeito a operagio * (e anotamos (G,*)) se, e
somente se, VY g1, 9>, g3 € G, valem:

— Associatividade: (g1 * g2) * g3 = g1 * (g2 * g3);

— Existéncia de elemento neutro: 3 e € G talque e x g, = g xe = g4;

— Existéncia de inverso:3g,"! € Gtalqueg, t*xg, =g,*g, 1 =e

b) Dizemos que G é um grupo comutativo (abeliano) se, além dessas propriedades
citadas acima, valer que:

— Comutatividade: g, * g, = g, * g1-
Por toda essa analise que fizemos podemos enunciar o seguinte resultado:

3.6 Observagdo: o conjunto dos pontos dos vértices de um poligono regular,
inscrito em uma circunferéncia de raio 1, é um grupo abeliano finito.
Demonstragao: imediata. (Ver as observagdes 1.3.4 e 2.3.2 em [11]). Temos que

(Z,,+) é um grupo abeliano, V 2 < n € Z e vale que (U,,.) = (Z,, +).
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4, Consideragoes Finais

Percebemos que, ao representarmos geometricamente as raizes de ordem n
da unidade complexa, acabamos por determinar um processo eficiente de se obter
o desenho de um poligono regular; ja que, segundo Gauss, por meio de régua e
compasso, certos poligonos regulares ndo podem ser construidos. Com o uso do
Geogebra, podemos inserir as raizes enésimas da unidade e, dessa forma, obter um
poligono regular, independente da escolha do inteiro n > 2.

A volta que demos até conseguirmos identificar o grupo abeliano, formado
pelos vértices de um poligono regular, através da estrutura aditiva de Z,, sempre
que 2 <n€Z, representa um passeio agradavel pelos conceitos basicos de
Algebra e Geometria. E claro que é possivel provarmos que, multiplicativamente,
U ={z € C/ |z| = 1} é uma subestrutura de C, mas isso nio deixa que percebamos
a conectividade que existe entre os importantes conceitos algébricos e geométricos

que foram relacionados aqui.
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Resumo

A teoria dos Cédigos Corretores de Erros, em virtude do forte avanco
tecnoldgico ao qual temos presenciado, em especial nas areas de telecomunicacoes,
tem exercido papel importante na confiabilidade em transmissdes e
armazenamento de dados. Neste trabalho apresentamos uma parte dessa teoria,
mais precisamente, os codigos lineares, suas caracteristicas e o seu funcionamento

na codificacao e decodificacao de mensagens.

Abstract

The theory of Error Correcting Codes, due to the strong technological
advancement to which we have witnessed, especially in the areas of
telecommunications, has played an important role in reliability in transmission
and data storage. We present a part of this theory, more precisely, linear codes,

their characteristics and their operation in the encoding and decoding messages

Palavras Chave: Espaco vetorial, cédigos, codigo linear, erros, distancia de

Hamming, peso, codificacao e decodificacgao.
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1. Introdugao

O avango rapido da tecnologia tem propiciado grandes vantagens no
armazenamento de dados ou na comunicacdo realizada através aparelhos
eletronicos, como celulares, tablets, microcomputadores. Um aspecto relevante
nesse processo € saber se informacoes enviadas ou armazenadas em alguma midia
serdo recebidas ou acessadas de forma integra. Tais informacgdes sdo passiveis de
erros? Caso haja erros, sera possivel detectar e fazer as correcdes? Pensando em
responder essas questdes, apresentamos em nosso trabalho os conceitos e
resultados relacionados aos Cddigos Lineares que fazem parte da Teoria dos

Codigos Corretores de Erros.

O que é um c6digo?
Consideremos um alfabeto formado pelos 38 caracteres do conjunto P =

A~ 7 A ~

{a,b,c,d,e, f,g,hi,j k1, mno,p,q,rstuv,wxyzaaaiéeiooo60,_},

onde "_"representa o espago entre as palavras. Supostamente, temos que

“pneumoultramicroscopicossilicovulcanoconiotico”! é a maior palavra escrita com
os elementos do conjunto P. Notemos que P possui 38 elementos (caracteres) e
que a maior palavra escrita com seus elementos possui 46 caracteres. Por meio de
acréscimos de “espagos” ao fim, podemos fazer com que cada palavra escrita com
os elementos de P possua exatamente 46 caracteres. Definimos assim um cddigo
como sendo um conjunto C c P*® de todas as palavras existentes no nosso idioma.
0 cddigo C ndo é eficiente para detectar e corrigir erros, pois, se transmitirmos as
palavras “telefone’, “bola” e “caneca” e, por algum motivo ocorresse um erro em
cada uma dessas palavras, de modo que as palavras recebidas fossem “belefone’,
“wola” e “canela’, o codigo C detectaria o erro somente nas duas primeiras
palavras, pois as mesmas nao pertencem a nossa lingua. Porém, somente seria
possivel a correcdo da primeira palavra, pois facilmente vemos que, na nossa
lingua, a palavra que mais se aproxima de “belefone” é “telefonée’, todavia, a
palavra “wola” ndo poderia ser corrigida, pois existem varias palavras que

igualmente se aproximam dela: bola, cola, mola, sola e gola;, o que tornaria a

correcdo impossivel no codigo C.

! Doenca pulmonar causada pela inalagdo de cinzas de origem vulcanica.
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Exemplo 1: Suponhamos um braco mecanico de base fixa, dotado dos seguintes
movimentos basicos: para cima, para baixo, para a direita e para a esquerda, aos
quais denominamos “fonte”.

Os circuitos digitais (ou circuitos légicos) baseiam seu funcionamento na
l6gica binaria, portanto, cada informacao é expressa utilizando-se dos digitos 0 e 1.
Como temos dois digitos disponiveis para expressar os quatro comandos para o
braco mecanico, considerando o corpo galoisiano F = {0,1}, podemos codificar
esses comandos como elementos de F? = {(0,0),(0,1),}(1,0),(1,1)}. Por
simplicidade de notacdo, consideraremos cada par (a, b) € F? simplesmente como

ab, e, a cada um dos quatro comandos 00, 01, 10 e 11, denominaremos “cddigo da

fonte”.
Fonte Codigo da fonte Fonte Codigo da fonte
Para a esquerda 00 Para cima 10
Para a direita 01 Para baixo 11

Imaginemos agora que o comando “para a esquerda”, convertido para o
codigo de fonte 00, seja transmitido ao brago mecanico e que durante a
transmissdo ocorra exatamente um erro, de modo que e o comando recebido pelo
braco mecanico seja 10, acarretando com isso a movimentacdo equivocada para
cima. Observemos que o circuito digital do brago mecanico seria incapaz de
detectar o erro, pois 10 é um comando existente em seu banco de dados.

Diante de uma situagdo como a acima descrita, o que fazemos é inserir
redundancias através do acréscimo de digitos nos cddigos da fonte, de modo que se
possa detectar e corrigir possiveis erros de transmissao, dando origem a um novo

codigo, ao qual denominamos “cddigo de canal™

Fonte Cédigo da fonte | Céddigo de canal
Para a esquerda 00 00000
Para a direita 01 01011
Para cima 10 10110
Para baixo 11 11101

Nesta nova codificacao, as duas primeiras posicdes representam o codigo da

fonte, enquanto as trés ultimas posi¢coes sao as redundancias inseridas.
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Reanalisemos o exemplo anterior:

O comando dado “para a esquerda” é dado ao braco mecanico, convertido
para o codigo da fonte 00 e dai para o codigo de canal 00000 e enviado ao brago
mecanico. Suponhamos ainda que na transmissdo ocorra exatamente um erro de
modo que o comando chegue até o braco mecanico como 10000. Notemos que esse
comando nao existe em banco de dados, o que acarretaria a identificagdo de um
erro pelo circuito digital do brago mecanico. O comando que mais se aproxima de
10000 é 00000 e, portanto, o circuito digital faria a correcdo, interpretando o
comando recebido como 00000 e movendo o braco mecanico, corretamente, para a
esquerda.

No diagrama de blocos a seguir sao apresentadas todas as etapas, desde o

comando dado até a chegada da mensagem transmitida:

Fonte :> Codificador :> Codificador :> Canal

da fonte de canal

Usuario <‘:| Decodificador <::| Decodificador
da fonte De canal

O estudo da teoria dos coédigos, apresentado nesse trabalho, objetivara a
transformacdo de codigos da fonte em c6digos de canal, as detecgdes e corregdes
de possiveis erros ocorridos durante o processo de transmissao e a decodificagdo
de cédigos de canal em cddigos da fonte. Consideraremos, nesse estudo, apenas
canais simétricos, onde todos os caracteres transmitidos tém a mesma
probabilidade (infima) de serem recebidos errados. Se um caractere é recebido
errado, a probabilidade de ele ser qualquer um dos outros caracteres disponiveis €

da mesma.

2. Apresentagdo de resultados

Definicdo 1: Denominamos de alfabeto um conjunto 4 finito, cujo o numero de
elementos representaremos por |A| = q. Denominamos de cddigo a todo
subconjunto proéprio de A™ com n € N. Sendo u,v € A", denominamos de

“distincia de Hamming”ao valor d(u,v) = |{i,u; # v;,1 <i <n }|.
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Exemplo 2: Sendo A={0,1} , para n=4 , temos |A* =16 e
{0000,0001,1010,1011,1111} c A*. Assim: d(1010,1011) =1,d(0001,1011)
2, d(0001,1111) = 3ed(0000,1111) = 4.

Consideremos, de maneira geral, os elementos u,v,w € A", tais que u =
U Uy U3 o Uy, V = V1 VUyV3 .. Uy €W = Wi Wy W3 ... W,. Como u;, v;w; € {0,1} para todo
i€{1,2,..,n} seu; = v;, entdo d(u,v) = 0, caso existam k indices i para os quais
u; # v; entdo, d(u,v) = k > 0, analogamente, d(v,u) = k > 0, logo temos sempre
d(u,v) =2 0ed(u,v) =d(w,u).

Para cada indice i, a contribuicido da i — ésima coordenada para as
distancias d(u,v), d(v,w) ed(u,w), é 0 ou 1, respectivamente, se u; = v; ouu; #
Vi, Vi = w;ouv; # w; eu; = w; ouu; # w;. Considerando que a contribuicdo para a
distancia d(u,w), dai — ésima coordenada de u e w seja 0, ou seja, u; = w;, entao
temos d(u,w) < d(u,v) + d(v,w), pois a contribuicdo dai — ésima coordenada
deu;ev; ev;ew;emd(u,v) +d(v,w) éigual a 0,1 ou 2. Caso consideremos u; #
w;, entdo ndo se tem u; = v; e v; = wj;, pois seria contrario a hipdtese. Assim, temos
que a contribuicdo da i — ésima coordenada de u; e v; e v; e w; em d(u,v) +
d(v,w) é maior ou igual a1, que, por hipdtese, é a contribuicio dai — ésima
coordenada de u; e w; em d(u,w). Portanto, temos sempre d(u,w) < d(u,v) +
d(v,w). Assim, a distdncia de Hamming entre os elementos de A™ é uma métrica

que denominamos de métrica de Hamming.

Definigdo 2: Consideremos um elemento c € A" er € R, tal que r = 0. Dizemos que
o conjunto D(c,r) ={u € A™;d(u,c) <r}é um disco de centroce raior. De
maneira analoga, definimos uma esfera de centroce raior como o conjunto

S, r)={ueAd%d(uc) =r}
Discos e esferas sdo conjuntos finitos como veremos a seguir:

Sendo |A| = q e u € A™ uma palavra desse alfabeto, temos g — 1 maneira de
preencher uma coordenada de u de modo a se obter um vetor v tal que v # u.
Considerando que exatamente i elementos do vetor v sejam diferentes do vetor u,

temos (q — 1)* possibilidades para essas coordenadas. Como u tem tamanho n e as

i entradas distintas, podem percorrer qualquer coordenada de u, temos(i)
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combinagdes para v de modo que d(u, v) = i. Portanto, o nimero de elementos da

esfera S de centro c e raio i é dado por |S(c,i)| = (T;) .(q — 1)%. Notemos ainda que
S(c,i)NnS(c,j) =P quando i # je que Uj-,S(c,i) = D(c,r), portanto, o niimero
de elementos do disco D é dado por |D(c,7)| = Ui, S(c, )| = XilS(c, )| =
=0 (Tll) .(q — 1)}, mostrando com isso que S(c,7) e D(c,) sdo conjuntos finitos.
Defini¢do 3: Dado um cédigo C, definimos sua distincia minima como sendo um

numero d, tal que d = min{d(u,v);u,v € C e u # v}.

No exemplo do braco mecanico, o cédigo C c F> é tal que C =
{uy, u,, uz, u} = {00000,01011,10110,11101} . Notemos que d(u;,uy) =
d(uq,uz) = d(uy, uy) = d(us,uy) =3 e d(uqg,uy) = d(u,,uz) =4, portanto, d =
min{3,4} = 3.

De maneira geral, para a determinacao de d sdo necessarios os calculos de
C A , .
(|2|) distancias, onde |C| representa o numero de elementos do conjunto C,

demandando um custo computacional exagerado, inviabilizando o método.

. . A . _ d-1
Considerando € um cédigo de distdncia minima d, definimos k = [T’

d-1 L . d-1
onde [T] representa a parte inteira do niimero real —

Teorema 1: Consideremos C um c6digo de distancia minima d. Entao:

i)sec,c' € Cec +# ¢, valeque D(c,k)ND(c', k) = @.

ii) C pode detectar até d — 1 erros.

iii) o cédigo C pode corrigir até k = [%1] erros.

Demonstragdo: i) Suponhamos que D(c,k)ND(c’,k) # @, ou seja, existe u €
D(c,k)ND(c’, k), temos entdo que d(u,c) < k e d(u,c") < k, mas pela métrica de
Hamming, d(u,c) = d(c,u) e d(c,c') <d(c,u) +d(u,c’), o que implica que
d(c,c') <k+Kx =2k <d-—1, contradizendo a hipdtese, poisd é a distancia
minima. Portanto se ¢,c’ € C e c # ¢',entdo D(c,k)ND(c', k) = Q.

ii) Sendo d a distancia minima de um cédigo C, sabemos que dada uma palavra ¢ €
C, qualquer outra palavra ¢’ do codigo C estd a uma distAncia no minimo igual a d

da palavra c. Isso significa que podemos introduzir em uma palavra qualquer de C
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até d — 1 erros sem encontrar outra palavra de C, tornando possivel a deteccao do
erro.

iii) Suponhamos que uma palavra c € C sofrat erros, comt < k, de modo quer
seja a palavra recebida. Temos entdo d(r,c) =t < k e, pelo teorema 1, a distancia
de r a qualquer outra palavra de C é maior do que k, assim, a palavrac é

univocamente determinada a partir da palavra r.

Considerando um alfabeto A e um nimero natural n, o conjunto A" de todas
as palavras de tamanho n é um espaco métrico, pois nele temos definida a métrica

de Hamming.

Defini¢do 4: Uma funcdo f: A" - A™ é uma isometria de A" se, e somente se, f
preservar distancias de Hamming, ou seja, d(f(x), f()) = d(x, y) para todo x,y €
A"

Vale o seguinte:

Teorema 2: Seja f: A™ - A™ uma isometria de A™. Ent3o:

a) f é uma bijecdo.

b) f~! é uma isometria de A™.

) se g é uma isometria de A", f o g é uma isometria de A™.

Demonstragdo: a) Se f: A" — A™ é uma isometria de A", entdo, dados x,y € A™, tais
que f(x) = f(y), temos que d(f(x),f(y)) = 0. Mas, por hipotese, f: A" - A™ é
uma isometria, entdo d(x,y) = d(f(x),f(y)), o que implica que d(x,y) = 0. Logo,
x =yef é injetiva. Como A" é um conjunto finito, segue que f também é uma
sobrejecdo, e assim, f é uma bijecao.

b) Sabemos que existe f~* em decorréncia do item a). Agora, d(f ~*(x), f~1(y)) =
d(f(f 7)), f(f"*(»)) ) = d(x,y). Portanto, f~* é uma isometria de A™.

c) Sef e gsdo isometrias de A", entdo d (f(g(x)),f(g(y))) =d(g(x),g) =

d(x,y),logo, f o g € uma isometria de A™.
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Nesse sentido, a funcdo identidade I4n: A™ — A™ é tal que, para todo x,y €
A", vale que Iyn(x) = x e I;n(y) = y. Isso mostra que d(IAn(x),IAn(y)) =d(x,y)e

que I4n é uma isometria de A™.

Defini¢do 5: Dados dois cddigos C; e C, contidos em A", dizemos que C; e C, sdo

codigos equivalentes quando existe uma isometria f de A™ tal que f(C;) = C,.

Os parametros fundamentais de um cédigo C c A™ sdo o seu comprimento
n, o seu namero de elementos |C| = M e a sua distancia minima d. Representamos

os pardmetros de um codigo C ¢ A™ pela terna [n, M, d].

Teorema 3: Codigos equivalentes possuem os mesmos parametros.

Demonstrag¢do: Suponhamos que [n, M, d] sdo os parametros de um dado codigo C;
de A™. Sendo C, um codigo de A", todas as suas palavras tém comprimento n. Se C;
e C, sdo equivalentes, existe uma isometria f de A™ tal que f(C;) = C, e, pelo item
a) do teorema 2, f ¢ bijetiva, logo |C,| = |C;| = M. Por fim, sejam x, y € C; tais que
d(x,y) = d, temos entdo, d(x,y) = d(f(x),f(y)) = d, mostrando que a distincia

minima em C, também é d. Assim, os pardmetros do cédigo C, sdo [n, M, d].

3. Cddigos Lineares

Consideremos um corpo finito K com g de elementos, ao qual
denominaremos alfabeto e1 <n € N. E facil verificar que K™ é um k-espaco

vetorial de dimensao n.

Defini¢do 6: Um codigo C c K™ é classificado como um c6digo linear quando C for

um subespaco vetorial de K™.

No exemplo do brago mecanico, apresentado anteriormente, temos que C C
F° é um subespaco vetorial do espaco F® (verifique) e, portanto, um cédigo linear.

Como um codigo linear é um subespaco de um K-espaco vetorial de
dimensdo finita, entdo todo codigo linear é, também, um K-espaco vetorial de
dimensao finita. Sendo k o nimero de elementos de uma das bases de C (dimensao
de C) e, sendo uq, u,, us, ..., U uma dessas bases, entdo qualquer que seja u € C,

temos, de maneira Unica,u = a; Uy +ay Uy +az-uz;+ -+ ap - u, Va; € K e,
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portanto, o niimero de elementos do cédigo C é M = |C| = q* ou seja, dimC = k =

log, q* =log, M.

Defini¢do 7: Considerando d a métrica de Hamming, definimos o peso de um vetor
u do K-espaco vetorial K™ como sendo o numero inteiro w(u) = d(u, 0), e o peso
de um codigo C, como sendo a distancia de Hamming minima ndo nula dos vetores

de C ao vetor nulo. Em outras palavras: w(C) = min{w(u); ue€ C\{O}}.

Teorema 4: Considerando um cédigo linear € ¢ K", com distancia minima d, temos
VuveK",duv)=wlu—-v)ed = w(C).

Demonstragdo: Dados u,v € K™, pela definicio de distancia, temos d(u,v) =
dlu—v,0)=w(u—v)e, seu,v € Ceu +# v, e a distancia minima do coédigo C é
d = d(u,v), entdo existew € C\{0}tal quew =u—ved =du,v) =wlu—v) =
w(w) = w(0).

Defini¢do 8: Consideremos um corpo finito K com q elementos e um cédigo linear
C c K™ A terna (n, k,d) denominamos pardmetros do cédigo linear C, onden
representa o nimero de coordenadas de cada vetor (palavra) do cédigo C, k é a
dimensao de C sobre o corpo K e d é a distancia minima, equivalente ao peso w(C)

do codigo C. Sendo B = {u4, u,, us, ..., ux} uma base ordenada de C, onde cada

vetor u; = (Vi1, Viz, Vi3, - Vin) com 1<i<k, uma matriz G =
Vi1 Viz * Vin

U1 V22 ** VUon|, . ) , . ~
. L. . | é denominada matriz geradora de C associada a base B e nao
Vki Vk2 = VUkn

é a Unica matriz geradora de C, pois, para cada base diferente de C, obtemos uma

matriz geradora diferente. Notemos que uma matriz geradora de um cédigo C pode

ser obtida de outra matriz geradora, através de transformacdes elementares sobre

as linhas.

Consideremos agora uma transformacio linear T: K*¥ — K™ de modo que
dado x € K¥, tenhamos T(x) = x - G. Como x € K¥, entdo x possui k coordenadas
X1, X2, X3, e, X €, portanto, T(x) = x; V1 + X "V, + X3 V3 + -+ X, "V, 0 que
implica que T(K*) = C, assim, temos K* o cédigo da fonte, C é o cédigo de canal e

T é a codificagdo, que leva o codigo da fonte ao codigo de canal.
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Para obter uma matriz geradora de um cédigo de dimensao k, contido em
n : : : :
um espag¢o K™, basta tomar uma matriz com k linhas, linearmente independentes e

n colunas.

Exemplo 3: Considerando o corpo galoisiano F = {0,1}, uma matriz G =

1 0 010
[1 1 00 1] é geradora de um cédigo C c F°, cujo cédigo de fonte é
01110

composto por vetores de F3, pois G possui trés linhas linearmente independentes.

Notemos, nesse exemplo, que q = 2, pois adotamos o corpo finito
(galoisiano) F = {0,1} ek = dim C = 3, logo, o ntimero de elementos de C é M =
23 = 8.0 cddigo C é, portanto, o seguinte conjunto:

¢ ={00000,10101,11010,11111,01111,01010,00101, 10000},
que facilmente pode ser verificado que foi obtido através dos vetores linhas 10010,
11001 e 01110, que constituem uma base de C.
Efetuando operagdes elementares sobre as linhas da matriz G, obtemos uma

matriz G’ na forma [I;|A]:

1 0 010 1 0 01O 1 0 010
11 0 0 1L, > Li+LJ0 1 0 1 1|Lz =» Ly+L3|0 1 0 1 1|=G"
01 110 01 110 0 0101

A matriz G' é equivalente por linhas a matriz G, o que implica que suas
linhas sdo LI e em consequéncia disso formam outra base de C. Dizemos que G’ =
[1;|A], com I}, sendo a matriz identidade de ordem k e A uma matriz cuja ordem é
k x (n — k), apresenta-se na forma padrio. A vantagem da utilizacdo da matriz G’ é
que visualizamos o codigo de fonte nas k primeiras coordenadas do cddigo de
canal, sendo as n — k coordenadas restantes, a redundancia acrescida. Cabe
salientar que dada uma matriz G de um codigo C, nem sempre é possivel obter
para este codigo outra matriz que se apresente na forma padrao, apenas realizando
operacOes elementares sobre suas linhas. Basta imaginar G uma matriz em que
pelo menos uma das suas k primeiras colunas seja nula, porém, aplicando as
operagdes de permutacdo entre duas colunas da matriz G e multiplicagdo de uma
coluna de G por um escalar nio nulo, podemos obter uma matriz G’, geradora, na

forma padrio, de um cédigo C' c F5, que é equivalente ao codigo C.
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01 010 XN 1 0 01 0
Exemplo4:G=(0 0 1 0 0[——=—1|0 1 0 0 0|=G".
0

C, > C3
0 0 00 1 0 0 1 0

Teorema 5: Sendo C um cédigo, existe um codigo C’, equivalente a C, cuja matriz

geradora se apresenta na forma padrao.

xll xlz e xln

~ . s . . . X21 X22 - Xon
Demonstragao: Seja C um cddigo cuja matriz geradora é G = | o .

XK1 Xk2 - Xgn

Utilizando as operacdes elementares sobre as linhas e operagdes sobre as colunas
de G, temos: as linhas de G constituem uma base de C, entdo sido linearmente
independentes e, portanto, nenhuma delas é nula. Consideremos, sem perda de
generalidade, que x;; # 0. Como x;; é elemento de um corpo, possui um inverso
X11 X12 - Xin 1 Yiz - Yin

e _ X1 X22 - Xon|7———71 . |X X e Xon
multiplicativo xj;! tal que | A S| Ly > xt Ly :21 ?2 . A
Xk1 Xk2 o Xgn Xk1 Xk2 o Xgn

Substituindo cada linha dessa matriz, a partir da segunda, pela soma da respectiva

linha, com a primeira multiplicada por —x,;, .., —xj1, respectivamente, temos a
1 vy o Yin

Yoz e y

seguinte matriz: fn . A segunda linha dessa matriz possui algum

0 Yik2 - Ykn
elemento nao nulo e, por meio de uma permutacdo entre colunas, é possivel fazer
com que esse elemento ndo nulo ocupe a posicao segunda linha e segunda coluna.
Multiplicando a segunda linha pelo inverso desse elemento ndo nulo e somando

cada uma das linhas restantes, pela segunda linha multiplicada, respectivamente

1 0 - Zin
10 1 - Zopn .
pPor —Vi2, =¥Y135 v —Yk2, temos a matriz . . [ P Repetlndo 0 processo
o 0 .. Zikn

descrito acima, uma quantidade de até k vezes, obtemos uma matriz G' = [I;|A],

na forma padrao.

Defini¢do 9: O conjunto C*, que é o complemento ortogonal de C, é um cédigo

linear de K" e serd denominado cddigo dualde C.
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Notemos que C* é um cédigo linear, uma vez que é um subespaco vetorial
de K™, pois dadosu,v € C+,aq,f € Kew € C,temos{a-u+ B -v,w) =a-{uw)+
B+ (v,w) = 0. Além disso, se G é matriz geradora do cédigo C ew € C*, entdo G -
wt =0, o que é facilmente verificavel, uma vez que cada linha v, v,, v, ..., v, de G
¢ um vetor de uma das bases de C e, portanto, (v, wt) = (v,, wt) = (v, wt) = --- =

(ka Wt) = 0.

Teorema 6: Considerando C um cddigo linear contido em K", com dimensao k, cuja
matriz geradora na forma padrio é G = [I;|4], temos dimC*+ = n — k.
Demonstragdo: Vimos anteriormente que w = w;, Wy, W3, ...,w,, pertence aC?,
quando G - w® = 0. Como G = [I,|A] se apresenta na forma padrio, entio, temos:
10 - 0 Ik+D1 Jk+2)1 - Gn1] [W1 0
Cowt = 0 1 0 g(k+1)2 g(k+2)1 gnzl _ Iwzl _ lol -

1 g(k+1)k g(k+2)k

Ik+1)1 Ik+2)1 Wit1
l \ lg(kﬂ)z I(k+2)2 ‘ IWHZ

Ik+1k YE+2)k

Os n — k elementos wy, 1, W42, ..., W, podem ser escolhidos de forma aleatdria.

Logo, temos que dimC+ = n — k.

Teorema 7: Considerando C um cddigo linear contido em K", com dimensao k, cuja
matriz geradora na forma padrio é G = [I;|A], temos que H = [—AY|I,_;] é uma
matriz geradora de C*.

Demonstragdo: Considerandoi € {1,2,...,k}, temos cada coordenada w; de um

L . _ . _ . e — .
vetor w € C~ escrita como  W; = —gk+1)i " Wk+1 — 9(k+2)i * Wi+2 Ini " Wp -
Assim, W= (—gk+1)1 Wk+1 — Jk+2)1 " Wkz = "~ 9n1 " Wn —GJ(k+1)2 * Wk+1 —
Ik+2)2 " Wk+2 = "= Gn2 " Wny ooos —Jk+1Dk " Wk+1 — Jk+2)k " Wk+2 — " — Gnk *

Wy, Wit 1, Wig2, - Wy ). LOgO,

— ), — ,1,0,...,0), (— ), — ,0,1,...,0), ...
{( I(k+1)1 I(k+1)k )( I(k+2)1 I(k+2)k ) } 6  uma

S (C9w3 - =9@s3 00,1, .,0), (=gn1s r =G 0,0,0, ...,1)
—IJxk+D1 “Ik+2 0 “Yxk+Dk 1 0 0
base de C', portanto H = _g(’:“”z)l _g(’f+2)2 _g(lf+2)k () 1 0 ;
—Y9n1 —In2 —Ink 0 0 1

uma matriz geradora de C* na forma H = [—AY|L,._].
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Teorema 8: Considerando C um cédigo linear de dimensao k, contido em K™, cuja
matriz geradora seja G;uma matriz H, de ordem (n — k) Xn, com elementos
pertencentes a K, cujas linhas sejam linearmente independentes, é geradora do
codigo C*, se, e somente se, G - H: = 0.

Demonstragao: Como as linhas de H sao linearmente independentes, entao formam
uma base de um subespaco vetorial de K™, cuja dimensdao ¢é n —k, mas
dim Ct =n — k. O produto G - H* consiste no produto interno dos vetores linhas
de G pelos vetores colunas de HY, mas os vetores colunas de H! sdo os vetores
linhas de H e, caso se tenha G - Ht = 0, entdo os vetores linhas de G e os vetores
linhas de H sdo, entre si, ortogonais, logo, todos os vetores do subespaco gerado

por H estdao em Cte, portanto, H é matriz geradora de ct.

Teorema 9: Seja C um cddigo linear contido em um espaco K", temos (C+)* = C.

Demonstragdo: Consideremos as matrizes G e H geradoras dos cddigos C e C*t,
respectivamente. Pelo teorema 8, G - HY = 0. Mas se G - H® = 0, entdo (G- HY)! = 0
e, pelas propriedades das matrizes, temos que (G - HY)! = (HY)!- Gt = 0e (HY)! =
H, logo (HH)t- Gt = H-G' =0, o que implica que G é matriz geradora de (C1)+,

mas, por hipédtese, G é matriz geradora de C, portanto, (C*)* = C.

Teorema 10: Considerando C um cédigo linear e H a matriz geradora do cédigo C*,
um vetor v pertence ao cddigo C se, e somente se, H - vt = 0.

Demonstragao: Pelo teorema 9, temos que cH*r=c, portanto, v € C se, e
somente se, v € (C*)1. Vimos anteriormente que o produto de uma matriz
geradora de um cddigo pela matriz transposta, cuja coluna é vetor pertencente ao
complemento ortogonal desse codigo, é igual ao vetor nulo, sendo assim, v € (C1+)*

se, e somente se, H - vt = 0.

O teorema 10 constitui uma ferramenta eficiente pra determinar se um
dado vetor v € K" pertence a um dado cédigo linear C < K", bastando para isso,
verificar se H - v* = 0. A matriz H, geradora de C1, é denominada de matriz teste
de paridade do cédigo C e o vetor H - v%, com v € K™, é denominado de sindrome

do vetor v.

76



Revista Elementos ¢ 42 edi¢cdo * ano 2014

Teorema 11: Consideremos H uma matriz teste de paridade de um cédigo linear C
sobre um corpo K. Entdo, o peso w(C) do cddigo C é maior ou igual apse, e
somente se, quaisquer p — 1 colunas da matriz H sdo linearmente independentes.
Valendo a igualdade se, e somente se, quaisquer p — 1 colunas de H forem
linearmente independentes e existirem p colunas de H linearmente dependentes.

Demonstragio: (<) Suponhamos que cada (p — 1) — uplas de colunas da matriz H
sejam linearmente independentes e que w(v) <p —1. Sejav = v, v, ...V, uma

palavra ndo nula de C. Sabemos que H.v* =0, o que implica que H.vt =

hi1 hiz hin %1 0
hfl hszz h?" ‘ - lvzl = lo , gerando 0 sistema
htn-i)1 Rm-i2 " Rm-ionl 1Vn 0
hiy vy +hyp v+ +hyv,=0
ha1 V1t haa * v + vt hon vn =0 Somando as equacgdes e
hn-i1 " V1 + Rn-ty2 " V2 + -+ Agnoy1in " Vn = 0
reagrupando, temos:
(hig + hyr + -+ hpop1) v+ + (b + hop + -+ hgpyn) v, =0 . Como
w(v) representa o nimero de coordenadas ndo nulas de v, teriamos entdo uma
combinacao linear nula, com no maximo p — 1 colunas da matriz H, contradizendo
a hipotese inicial de que w(v) < p — 1. Assim, w(v) >p — 1, o que implica em
w(v) = p e, portanto, w(C) = p.
(=) Em contrapartida, se considerarmos w(C) = p e supormos que existamp — 1
colunas linearmente dependentes em H, entdo existem, por exemplo,
V1V, .. Vp_q1 €K, nem todos nulos, tal que (hyy +hyy + -+ hpopyr) V1 +
(hiz + hyy + -+ h(n—k)z) "Vyt+ et (hl(p—l) + hZ(p—l) + -t h(n—k)(p—l)) Up-1 =
0, implicando que v = v1v, ...0...0 ... v,_; ... 0 pertence ao cddigo C, logo, w(v) <
p — 1 <p, e, portanto, w(C) < p, contradizendo a hipétese. Assim, H possuip — 1
colunas linearmente independentes.
Para demonstrar a igualdade, suponhamos w(C) = p, temos que todo conjunto de
p—1 colunas de H é linearmente independente. Se existissem p colunas
linearmente independentes em H, entdo, pelo que foi visto anteriormente,
teriamos w(C) = p + 1, logo, em H existem p colunas linearmente dependentes.
Por outro lado, se, na matriz H existem p — 1 colunas linearmente independentes e

p colunas linearmente dependentes, entdo, temos w(C) > p. Mas, se w(C) > p, por
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exemplo, w(C) = p + 1, pelo exposto anteriormente, teriamos, em H, que todo
conjunto com p colunas seria linearmente independente, contradizendo a hipotese,

logo w(C) = p.

4, Codificacdo
Exemplo 5: Suponha que desejemos transmitir a mensagem REVISTA através de
um codigo linear sobre o corpo galoisiano F = {0,1}.
Abaixo, mostraremos uma lista de procedimentos necessarios até a
obtencgao do codigo de canal necessario a transmissdo da mensagem:
1) Fonte: (espaco), A,B,C, D, E, F,G H,IL],L,M,N,0,P,Q R,S, T,U,V,XeZ
com 24 caracteres.
2) Cdédigo da fonte: notemos que o codigo da fonte deve possuir no minimo 24
palavras cédigo, portanto, adotaremos k = 5, implicando que o cédigo de

fonte esta contido em F°. Utilizemos as seguintes informacdes:

espaco = 00000 | E =00001 | J=01100 | P=00011 | U =11001
A =10000 F=11000 | L=01010 | Q =11100 | V =01110
B =01000 G =10100 | M =01001 | R=10110 | X = 00111
C = 00100 H =10010 | N=00110 | §=10101 | Z=11110
D = 00010 [ =10001 | 0=00101 | T=11010

3) Cddigo de canal: por meio do acréscimo de redundancias, o codigo de fonte
é convertido em cédigo de canal. Suponhamos que desejemos um canal onde cada
palavra codigo tenha comprimenton = 9. Temos entdo que o cddigo C é um
subespaco vetorial do espaco F°. Ou seja, C é obtido através de uma transformacio
linear T: F° — F? e, pelo que foi visto, dim C = k = 5. Tomemos quaisquer cinco
vetores linearmente independentes de F° para obtermos uma base de C e,

consequentemente, uma matriz G geradora do cédigo C:

{(100010001),(100100010), (001001001),(000010110),(010101010)} é uma
base de C, pois os cinco vetores desse conjunto sao LI, logo, G =
1 00 01 0 0 O01
[1 0 01 00 01 O]
0 01 00 1 0 0 1|é uma matriz geradora do codigo C, cuja matriz
000010110
01 0101010
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1 00 0 0 01 11
[O 100 01111
equivalente por linhas, na forma padrdao éG'=(0 0 1 0 0 1 0 0 1]
00 01 0O0T1TO01
000 01T 0110
Assim, temos:
Cédigo Codigo do canal Caodigo Cddigo do canal
Fonte da forglte ( C(’)digf da Fonte).G’ Fonte da for%te ( Cc')digg da Fonte).G’
Espaco | 00000 000000000 M 01001 010011001
A 10000 100000111 N 00110 001101100
B 01000 010001111 0 00101 001011111
C 00100 001001001 P 00011 000110011
D 00010 000100101 Q 11100 111000001
E 00001 000010110 R 10110 101101011
F 11000 110001000 S 10101 101011000
G 10100 101001110 T 11010 110101101
H 10010 100100010 U 11001 110011110
| 10001 100010001 \% 01110 011100011
] 01100 011000110 X 00111 001111010
L 01010 010101010 Z 11110 111100100

Portanto, as palavras do cédigo a serem transmitidas, na ordem em que
aparecem, sao: 101101011, 000010110, 011100011, 100010001, 101011000,
110101101 e 1000001 11.

5. Decodifica¢do

Ao ser recebida uma palavra cddigo, através do canal de comunicagao, o
decodificador de canal se incumbe da deteccao e correcao da palavra recebida se,
por acaso, por alguma interferéncia, tenha sofrido algum erro, para depois envia-la
ao decodificador de fonte, e por fim, chegar ao usuario.

Consideremos o vetor c como sendo uma palavra transmitida e o vetor r a
palavra recebida. Definimos o vetor erro e como a diferenca entre a palavra
recebida e a palavra transmitida: e = r — c¢. Quando e = 0, significa que a palavra
recebida é igual a palavra transmitida e, nesse caso, ndo houve erro na
transmissdo. Caso e # 0, entendemos que houve erro na transmissao. Notemos,
ainda, que o peso do vetor e define o nimero de erros ocorridos na transmissao,

ou seja, w(e) = p, implica em p erros na palavra recebida.
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Considerando H a matriz teste de paridade de um cédigo C, considerando ¢
um vetor (palavra) de C, sabemos que a sindrome de ¢ é nula, ou seja, H - ¢t = 0.
Portanto, a sindrome do vetor erro e é dada por:
Het=H - r—c)t=H.Gt-c)=Hrv*-H-c*=H-r*-0=H-r%.
Assim, a sindrome do erro é igual a sindrome da palavra recebida. De outra forma,

considerando e = (a4, @y, ..., @, ), temos:

hyy hy, hin a,

H-rt = H. et ha1 haa = han | |22
—-k)n

htn-k)1 hm-r)z = hm

=a; ht+a, h*+-+a, -h"=

R ...

n

= z a; - ht,onde h! representaai — ésima coluna da matriz H.
i=1

Teorema 12: Considerando € um cédigo linear contido em K™, capaz de corrigir até
K erros. Se uma palavra recebida r pertence ao espaco K" e a palavra transmitida ¢
pertence ao codigo C sao tais que d(c,7) < k, entdo existe um Unico vetor e, tal que
w(e) < k, cuja sindrome é igual a sindrome de r, ou seja, H - et = H - rt, tal que c =
r—e.

Demonstragdo: Para provar a existéncia, vejamos que, pelo enunciado do teorema,
temos d(c,r) < k e, por tratar-se de uma métrica, sabemos que d(c,r) = d(r,¢) e,
pelo teorema 9, d(r,c) =d(r —c) = w(r —c), logo, w(r —c) < k implica que
w(e) < k, mostrando a existéncia de e.

Para provar a unicidade, suponhamos que H seja a matriz teste de paridade
de um cddigo C em K™ e que existam e = (a, &y, ..., ) e e’ = (By, Bo, .., Bn), tais
que w(e) <k, wE)<keH-et=H-e*=H-r, comr sendo uma palavra
recebida. Temos entao:

Het=H-e'* = ah'+a, - h>+ -+ a,-h"=p,-h' + B, -h®*+ -+ B, - h",
onde h! representa a i —ésima coluna de H. Dai, temos:

(a; —B) R+ (a,—B) h*+ -+ (a,—Br)-h" =0 e, pelo teorema 16,
quaisquer d — 1 colunas de H sao linearmente independentes, portanto, temos

a; = B; Vi,logo, e =¢e'.

Exemplo 6: Suponhamos o cédigo que, ao ser transmitida uma palavra do cédigo C

do exemplo anterior, a palavra recebida sejar = 010100101.

80



Revista Elementos ¢ 42 edi¢cdo * ano 2014

0 cédigo C esta contido em F° e o cdigo de canal est4 contido em F>, uma

[1 0 000 O0T11 1]
010001111
matriz geradora de C, na forma padrdo, éG'={0 0 1 0 0 1 0 0 1} o
llO 0 01 00O 1O 1JI
0 00010110
que implica que a matriz teste de paridade é do cédigo C é dada porH =
011001000
110110100 , )
11001001 0.Calculandoasmdrome de r, temos:
111100001
_0_
1
0
011001000 1 1
o +_111011010 0f, 11 ot 1.2 )
Hr—110010010 8—1.VemosqueHr—1h.ComoH
111100001 1 1
0
[ 1.

et=H-rt, entio H-e* =1-h?, o que implica que e = (010000000) e, por
consequéncia,c =r —e = (010100101) — (010000000) = (000100101), ou seja,

a palavra codigo transmitida corresponde ao caractere D.

Consideremos um codigo corretor de erros C contido em K", com matriz
. A : ~ d-1
teste de paridade H, com distancia minima d e capacidade de correcao k = T]

Como vimos, H et = H-rte, se w(e) < k, entdo e é univocamente determinado

porr.

Defini¢do 10: Considerando um vetor v do espago K", definimos o conjunto v + C,

denominado classe lateral de v segundo C, como sendov + C ={v +c,c € C}.

Dados dois vetores u,v € K", vale que H - ut = H - v’ se, e somente se, u €
v + C. Isso, porque valem as equivaléncias H-u* =H-v* © H-u!—-H-v' =0
HW-v"=0oH u-1v)=0cu—-velC uecv+C.

E facil verificar que o conjunto v + C goza das seguintes propriedades:
Dv+C=v'+c v-v' €C(;

MH+O)N@W+C)+0 = v+C=v +g;
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1) U(u+C)=1<n;

VEK™
V) [(v+O)| =IC| = ¢*;
vViv+(C=C & vecC.

Pelas propriedades II, Il e IV, deduzimos que o numero de classes laterais

U(v+C)

VEK™

segundo C é dado por

Nw+0l=Tf0=qv-

Os argumentos acima garantem uma correspondéncia biunivoca entre
classes laterais e sindromes, de modo que todos os vetores de uma classe lateral
possuem sindromes iguais, e vetores de classes laterais diferentes possuem
sindromes diferentes.

Seja x um vetor pertencente a uma classe lateral de v segundo C. Se w(x) =
min{w(v;); v; € v+ C}, entdo dizemos que x é o /ider de v + C. Notemos que o

lider de uma classe nio necessariamente é Uinico.

Teorema 13: Considerando € ¢ K™ um c6digo com distancia minima d. Se v € K™ é
d-1 R .
um vetor tal que w(v) < [T] = Kk, entdo v é o Unico elemento lider em sua classe
lateral.
~ : o d-1 d-1
Demonstragdo: Sejam vy, v, € K™, tais que w(v;) < —|e w(vy) < — |- Sevi—
~ d-1 d-1
v, € C, entdow(v; —v,) < w(vy) + w(vy) < [T + [T] < d — 1, portanto, v; —

v, = 0, 0 que implica em v; = v,.

O teorema 13 constitui uma ferramenta importante para a determinacdo

] . d-1 .
dos lideres de classes de peso menor ou igual a [T] Para isso, basta tomar os

: d-1 -
vetores v; € K™, para os quais se tenha w(v;) < [T] Cada um dos v; é lider de

uma e somente uma classe.

Exemplo 7: Vimos que a matriz teste de paridade do cédigo C c F°, apresentado

011001000
: ., ;|11 0110100 [ 1
anteriormente, é H = 110010010l Sabemos que, nesse cddigo, a
111100001
distancia minima é d = 3, pois vemos facilmente que quaisquer duas colunas de H

sdo linearmente independentes, enquanto que trés colunas de H sdo linearmente
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dependentes (teorema 11), o que implica em w(C) = 3,k = [% = [3;—1 =1, ou

seja, C tem capacidade de deteccdo de dois erros e correcao de um erro. Os vetores
v; € F°, tais que w(v;) < 1sdo0 000000000, 000000001, 000000010, 000000100,
000001000, 000010000, 000100000, 001000000, 010000000 e 100000000. Os

lideres v; e suas respectivas sindromes H - v} sdo apresentados na tabela a seguir:

Lider Sindrome (H - v}) Lider Sindrome (H - v})
000000000 0000 000010000 0110
000000001 0001 000100000 0101
000000010 0010 001000000 1001
000000100 0100 010000000 1111
000001000 1000 100000000 0111

Suponhamos que, ao utilizar o cédigo C, descrito anteriormente, a seguinte

mensagem seja recebida:

010010110 | 010101010 | 000010110 | 010111001 | 000010110 | 101101100 |
111101101 | 001011111 | 101011010

Suponhamos que a desejamos decodificar e que, no maximo, um erro tenha

sido introduzido em cada palavra transmitida. Entdo, das nove palavras codigo
. . ’ t

recebidas 7;, calcularemos suas respectivas sindromes H-1; e o0s erros e;,

comparando com a tabela anterior e determinando as palavras transmitidas c;,

identificando suas respectivas fontes. Isso pode ser descrito na seguinte tabela:

Palavra (r;) | Sindrome (H - t) Erro (e;) Conclusio Palavra (c¢;) | Fonte
01001011 1111 010000000 | Houve um erro | 000010110 E
01010101 0000 000000000 Nao houve 010101010 L
00001011 0000 000000000 Nao houve 000010110 E
01011100 0101 000100000 | Houve um erro | 010011001 M
00001011 0000 000000000 Nao houve 000010110 E
10110110 0111 100000000 | Houve um erro | 001101100 N
11110110 1001 001000000 | Houve umerro | 110101101 T
00101111 0000 000000000 Nao houve 001011111 0
10101101 0010 000000010 | Houveumerro | 101011000 S

Portanto, a mensagem transmitida foi ELEMENTOS.
6. Conclusao

O propésito deste trabalho foi abordar uma das aplicacdes da Algebra

Linear e Algebra Abstrata, presente no cotidiano de cada um dos usuarios dos
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recursos atuais de comunica¢do e armazenamento, embora grande parte deles
desconhega a matematica envolvida no funcionamento desses dispositivos.

A teoria dos Codigos Corretores de Erros, iniciada na década de 40, por
Richard W. Hamming, no Laboratério Bell de Tecnologia, nos Estados Unidos, é
responsavel, nos dias atuais, por congregar varias areas do conhecimento, tais
como matematica estatistica, engenharias, informatica, entre outras. As pesquisas
motivadas por essa teoria tém sido responsaveis por grandes avan¢os nessas
ciéncias. O trabalho restringiu-se aos co6digos lineares, enunciando varias
defini¢gdes e teoremas, bem como os processos de codificacao e decodificagdo, com
finalidade de divulgar parte dessa teoria, suas aplicagdes e sua notavel importancia

na atualidade.
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Nota Historica

* 15 de abril de 1707, em Basileia, na Suica.
118 de setembro de1783, em Sdo Petersburgo, na Russia.

Leonhard Paul Euler

Leonhard Paul Euler nasceu no dia 15 de abril de 1707, em Basileia, na
Suica, filho do pastor Paul Euler e Margaret Brucker, filha de um pastor. Teve duas
irmds mais novas, Anna Maria e Maria Magdalena. Depois do nascimento de
Leonhard, sua familia mudou da cidade de Basileia para a cidade de Riehen, onde
viveu a maior parte de sua infancia. Paul Euler era amigo da familia
Bernoulli; Johann Bernoulli, que era entdo o matematico mais importante da
Europa, foi a influéncia mais relevante na vida do jovem Leonhard.

Seus primeiros ensinamentos foram dados por seu pai Paul, que lhe ensinou
matematica. Em 1720, aos treze anos, Euler ingressou na pequena Universidade de
Basileia, que possuia um famoso departamento de estudos de matematica, liderado
por Johann Bernoulli, irmdo de Jacob Bernoulli. Johann recusou-se a dar aulas
particulares a Euler, oferecendo entdo um valioso conselho de como estudar por
conta propria.

Em 1722, recebe o grau de Mestre em Artes e, no seu exame, deu um
discurso em latim, comparando as filosofias de Descartes e Newton. Nessa altura,
ja recebia, aos sabados a tarde, licdes de Johann Bernoulli, que rapidamente
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descobriu o seu talento para a matematica.

Nessa época Euler estudava teologia, grego e hebraico, pela vontade de seu
pai, para mais tarde se tornar pastor. Porém, Johann Bernoulli resolveu intervir e
convenceu Paul Euler de que o seu filho estava destinado a ser um grande
matematico.

Em 1726, Euler completou a sua dissertacdo sobre propagacao do
som, intitulada de De Sono. Na época, ele estava tentando, sem sucesso, obter um
cargo na Universidade de Basileia. Em 1727, ele entrou pela primeira vez na
competicdo premiada da Academia de Paris; o problema do ano era encontrar a
melhor maneira de colocar os mastros num navio. Ganhou o segundo lugar,
perdendo para Pierre Bouguer, mais tarde conhecido como “o pai da arquitetura
naval”. Euler, entretanto, ganharia o prémio anual doze vezes.

A época, os dois filhos de Johann Bernoulli, Daniel e Nicolaus, foram
trabalhar na Academia Russa de Ciéncias. No dia 10 de julho de 1726, Nicolaus
morreu de apendicite, apds viver um ano na Russia, e, quando Daniel assumiu o
cargo do seu irmdo na divisdo de matematica e fisica da universidade, ele indicou a
vaga em fisiologia, que ele tinha desocupado, para ser preenchida por seu amigo
Euler. Em novembro de 1726, Euler aceitou ansiosamente a oferta, porém, se
atrasou na viagem para Sdo Petersburgo, pois estava tentando, sem sucesso, uma
vaga como professor de fisica na Universidade de Basileia.

Leonhard chegou a Sdo Petersburgo no dia

17 de maio de 1727. Ele foi promovido de, / S :

BEAMKOIO

assistente do departamento médico da academia, AL 2 opi o By

AKAAIM?'AA

assumindo uma vaga no departamento de
matematica. Ele se apresentou com Daniel : - L
Bernoulli, com quem ele frequentemente _J‘_' e CCCP)
trabalhava em uma estreita parceria. Euler SRS PEE
aprendeu russo e instalou-se em Sao ﬁzsdfifnii‘s’d?l‘;‘f;czgmgri‘;'z:m;;:ﬁl‘g:j
Petersburgo. Também aceitou um trabalho  Leonhard Euler (1957).

adicional como médico na Marinha Russa.

A Academia de Sao Petersburgo, sob a politica de Pedro [, da Russia, tinha
intencao de melhorar a educagdo naquele Pais e corrigir a defasagem no campo das
ciéncias do pais em relacdao a Europa Ocidental. Como resultado, a instituicao criou
um programa de internalizagcdo, com o objetivo de atrair estudantes estrangeiros,
como Euler. A instituicdo possuia vultosos recursos financeiros e uma biblioteca
abrangente, esbocada a partir das bibliotecas privadas da nobreza e do principe
Pedro. Poucos estudantes foram inscritos na academia, no sentido de diminuir a
grade curricular e enfatizar a pesquisa, oferecendo para o corpo docente tempo e
liberdade para prosseguir o questionamento cientifico.

A benfeitora da Academia, Catarina I da Rudssia, que tinha dado continuacgao
a politica progressiva da gestao anterior, morreu no dia que Euler foi viajar. A
aristocracia, em seguida, teve mais poder durante os dois anos de mandato
de Pedro II. A nobreza, desconfiada dos cientistas estrangeiros da Academia,
cortou os financiamentos e causou dificuldades para Euler e seus colegas.

As condi¢gdes melhoram um pouco depois da morte de Pedro II e Euler se
tornou professor de fisica, em 1731, pela sua classificacdo no ranking da escola.
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Dois anos mais tarde, Daniel Bernoulli, que foi perseguido com a censura e sofrido
com a hostilidade que enfrentou, partiu de Sao Petersburgo para Basileia, e, assim,
Euler o substituiu como professor de Matematica.

No dia 7 de janeiro de 1734, Leonhard Euler casa com Katharina Gsell, filha
de Georg Gsell, um pintor da Academia Gymnasium. O jovem casal construiu uma
casa perto do rio Neva. Tiveram treze filhos, dos quais apenas cinco sobreviveram
a infancia.

Preocupado com a continua turbuléncia
na Russia, Euler deixou Sdo Petersburgo em 19
de Julho de 1741. Ele viveu por vinte e cinco
anos em Berlim, onde ele escreveu 380 artigos
e publicou os dois trabalhos que vieram a ser
os mais renomados: A /ntroduction in analysin

LEONHARD EULER 1707-1783

infinitor um, um texto sobre fun(;()es Selo da antiga Reptiblica Democrética Alemd,
mateméticas’ publicado em 1 748’ e homenageando Euler, no 200 aniversario de sua

o Institutiones calculi differentialis, publicado morte:

em 1755, sobre cilculo diferencial. No mesmo

ano, ele foi eleito membro estrangeiro, pela Academia Real das Ciéncias da Suécia.

Entretanto, Euler é convidado para ser tutor de Friederike Charlotte de
Brandenburg-Schwedt, a Princesa de Anhalt-Dessau e sobrinha de Frederico II, o
Grande. Euler escreveu mais de 200 cartas dirigidas a princesa, que mais tarde
foram compiladas num volume Best-selling, intitulado Cartas de Euler sobre
diferentes assuntos da Filosofia natural para uma Princesa Alema. Esse trabalho
incorpora exposicdes sobre varios assuntos pertencentes a fisica e matematica,
dando também a conhecer as perspectivas religiosas e a préopria personalidade do
seu autor. Esse livro veio a ser mais lido do que todas as outras obras matematicas,
e foi publicado dentro da Europa e nos Estados Unidos da América. A popularidade
das "Cartas" atesta a capacidade de Euler de se comunicar de maneira eficaz sobre
assuntos cientificos para um publico leigo, uma rara habilidade para um cientista
dedicado a pesquisa.

Apesar da imensa e impressionante contribuicdo para a Academia de
Berlim, ele provocou a ira de Frederico II, que o for¢ou a abandonar Berlim. O rei
da Prussia tinha um grande circulo social de intelectuais em sua corte, enquanto
Euler permaneceu um matematico sem sofisticacdes e informal, tanto em seu
trabalho quanto na vida pessoal. Euler foi simples, religioso devoto, que nunca
questionou a existéncia de ordens ou crencas convencionais. Euler ndo era um
debatedor qualificado e era um opositor direto de Voltaire, que, por ter uma
posicdo privilegiada na corte de Frederick, fazia dele um alvo frequente de sua
sagacidade.

A acuidade visual de Euler piorou ao longo de sua carreira matematica. Em
1738, trés anos depois de sofrer uma febre quase fatal, em 1735, ficou quase cego
do olho direito, mas, ao invés de se lamentar, apresentou um trabalho meticuloso
sobre cartografia para a Academia de Sao Petersburgo. A visdo de Euler se agravou
durante a sua estada na Alemanha, na medida em que Frederico II, da Prussia, se
referia a ele como "Cyclops". Euler, mais tarde, desenvolveu uma catarata no olho
esquerdo, que o deixou quase totalmente cego, poucas semanas depois de sua
descoberta, em 1766. No entanto, sua condicdo parecia ter pouco efeito sobre sua
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produtividade, compensada por suas habilidades de calculo mental e de memoria
fotografica. Por exemplo, Euler conseguiu repetir a Eneida de Virgilio, do comeco
ao fim, sem hesitacdo. Com a ajuda de seus escribas, a produtividade de Euler, em
muitas areas de estudo, na verdade, aumentou. Ele produziu, em média, um artigo
matematico em cada uma das semanas do ano de 1775.

Em 1760, com o alastramento da Guerra dos Sete Anos, a fazenda de Euler,
em Charlottenburg, foi devastada pelo avanco das tropas russas. Com isso, o
general Ivan Petrovich Saltykov foi obrigado a indenizar Euler pelos danos
causados na sua propriedade, depois da tsarina Isabel da Russia adicionar um
pagamento de 4000 rublos, um valor exorbitante, a época. A situagdo politica russa
se estabilizaria apds a ascensdo de Catarina, a Grande, ao trono, quando, em 1766,
Euler aceita um convite para voltar a Academia de Sdo Petersburgo. Suas condi¢cdes
foram bastante exorbitantes - um salario anual de 3000 rublos, uma pensao para a
sua esposa e a promessa de cargos de alto escaldo para os seus filhos. Todas essas
condi¢oes foram atendidas. Ele viveu o resto de sua vida na Russia. Contudo, sua
segunda estadia no pais foi marcada por uma tragédia: um incéndio em Sao
Petersburgo, em 1771, destruiu a sua casa, e quase o matou. Em 1773, faleceu a sua
esposa Katharina, apds 40 anos de casamento.

Trés anos depois da morte de sua esposa, Euler casou com sua meia-irm3,
Salome Abigail Gsell (1723-1794). Este casamento durou até o fim de sua vida. Em
1782, ele foi eleito como membro honorario estrangeiro da Academia de Artes e
Ciéncias dos Estados Unidos.

Em Santo Petersburgo, no dia 18 de setembro de 1783, depois de um
almogo com sua familia, Leonhard estava discutindo sobre a descoberta da drbita
de um novo planeta da época, chamado Urano, com o também académico Anders
Johan Lexell, quando sucumbiu, por causa de uma hemorragia cerebral. Ele morreu
algumas horas depois. Em sua lembranga, o filésofo e matematico francés, marqués
de Condorcet, escreveu: i/ cessa de calculer et de vivre — ... ele terminou de
calcular e de viver.

Euler foi enterrado préximo de
Katharina, no cemitério luterano de Smolensk,
na llha de Vassiliev. Em 1785, a Academia de
Ciéncias da Russia p6s um busto de marmore de
Leonhard Euler em um pedestal préximo a
Reitoria e, em 1837, esculpiram uma lapide
para Euler que, para comemorar os duzentos e
cinquenta anos do seu nascimento, foi
transferida, em 1956, junto com seus restos

mortais, para a necropole do século XVIII, no Alépide de Euler no monastério de Alexander
7. ] Nevsky.

monastério Alexander Nevsky, no cemitério

Tikhvin.

Euler trabalhou em quase todas as areas da matematica: geometria, calculo
infinitesimal, trigonometria, algebra e teoria dos numeros. Deu continuidade aos
estudos da fisica newtoniana, da teoria lunar e de outras ramificagcdes da fisica.
Trata-se de uma figura seminal na histéria da matematica: suas obras, muitas das
quais sdo de interesse fundamental, compdem um acervo de 60 a 80 volumes. O
nome de Euler estd associado a um grande numero de temas, pois é o Unico
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matematico que tem dois ndmeros em homenagem a ele. O numero ¢
aproximadamente igual a 2,71828, e a constante de Euler-Mascheroni, y (gama),
por vezes referido apenas como "constante de Euler", aproximadamente igual a
0,57721. Nao se sabe se y é racional ou irracional.
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Resolva os seus problemas que eu resolvo os meus

Sérgio Brazil Junior
Universidade Federal do Acre

E bastante comum, quando se esta cursando mestrado ou doutorado, nos
depararmos com “problemas” relacionados ao que estamos estudando e que, a
principio, pensamos nao ser capazes de solucionar.

O Fato a seguir ocorreu quando este autor estava cursando doutorado em
Matematica, na Universidade de Brasilia, entre os anos 2000 e 2004. Os nomes que
aparecerdo no texto sdo ficticios.

Josué era um aluno de mestrado em matematica muito dedicado e estava
prestes a concluir sua dissertacao, faltava pouco. Bastava entender e solucionar um
problema relacionado ao que estava estudando e bingo! Mas as coisas ndo estavam
andando de acordo com o que Josué esperava. O tempo foi passando e Josué nada
de resolver seu dltimo problema, que lhe separava do titulo de Mestre.

Josué apelou para todos os colegas que faziam mestrado e doutorado, na
mesma area de conhecimento. Conversava com um, conversava com outro e nada.
Foi entdo que um amigo, preocupado coma situacdo de Josué, lhe deu a seguinte
ideia:

— Josué, porque vocé ndo procura o professor Malabi? Ele pode lhe ajudar.

O professor Malabi era um senhor alto, com cabelo e barba brancas,
bastante sério e fechado. Era o “Papa” da area de conhecimento em que Josué fazia
mestrado, um pesquisador de ponta, muito ocupado com seus trabalhos e
orientagdes de seus alunos de mestrado e doutorado.

Josué pensou bastante e, como o tempo estava passando e nada de

conseguir resolver seu problema, tomou coragem e foi falar com aquele que
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supostamente o ajudaria a solucionar seu tdo importante problema.

Josué foi até a sala do professor Malabi. A porta estava meio aberta, meio
fechada e o Professor estava de costas, digitando algo no computador,
possivelmente um novo artigo.

Josué respira fundo e diz:

— Com licenga Professor Malabi. O senhor tem um minuto para
conversarmos?

O Professor Malabi, continuando o que estava fazendo, sem se virar
responde:

— Pois nao?

Josué, tomado por uma euforia, fala:

— Professor, é que eu tenho um problema.

O Professor Malabi, sem deixar o angustiado aluno concluir sua frase, rebate
de pronto:

— Meu Jovem eu também tenho muitos problemas. Resolva os seus que eu

resolvo os meus e ficamos todos bem.

Nota: Josué, apds esse “toco”, se dedicou ainda mais e, com muito esforco,

conseguiu resolver seu problema e por fim, terminou seu tdo merecido mestrado.
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A
V-

PROFMAT

MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA-PROFMAT

0 PROFMAT é um programa de pos-graduacdo gratuito, reconhecido pelo
MEC/CAPES e que conduz ao grau de Mestre. As vagas sdo para professores de escola
publica e pessoas da comunidade em geral. Este ano a rede do PROFMAT foi ampliada,
oferecendo cerca de 1.500 vagas distribuidas por mais de 65 pélos em todos os Estados e
no Distrito Federal do Brasil.

Informacdes a respeito desse mestrado podem ser obtidas no seguinte endereco

eletronico: www.profmat-sbm.org.br/.

impa Programa de Aperfeicoamento para Professores
m de Matematica do Ensino Médio - PAPMEM

Este programa visa oferecer treinamento gratuito para professores de Matematica
do Ensino Médio de todo o pais. E realizado, sob diversas formas, desde 1990, abordando
assuntos relativos as trés séries do Ensino Médio. Atualmente, este programa tem
recebido apoio para sua realizagdo da CAPES - Coordenacio de Aperfeicoamento de

Pessoal de Nivel Superior.

A Universidade Federal do Acre aderiu a este programa em 2012, tendo sido
realizada duas edi¢des. Em 2013, haverd mais um encontro entre os dias 21 e 25 de

janeiro, na UFAC.
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