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RESUMO: Apresenta-se, neste trabalho, o resultado parcial de uma pesquisa realizada nos
ultimos 7 anos, desenvolvida em conjunto com discentes dos Cursos de Bacharelado em
Sistemas de informacdo, Licenciatura em Matematica e Bacharelado em Engenharia Civil, da
Universidade Federal do Acre. Nessa pesquisa, verificou-se a importancia da construcio de
um Software Matemético para auxiliar na resolu¢do de equacdes ndo lineares, aplicando os
Meétodos Iterativos: Bissecc@o e Posicdo Falsa, assunto trabalhado na disciplina de Célculo
Numérico/ Métodos Numéricos. Deixou-se, para outra oportunidade, a abordagem dos
métodos do Ponto Fixo, Newton-Raphson e Secante.

PALAVRAS-CHAVE: Equagdes nao lineares, método da bissec¢do, método da posi¢ao
falsa.

ABSTRACT: This work introduces partial result of a search which it has been carried ou in
the early 7 years. It has been developed with Information Systems’, Mathematics
Licenciatiship’s and civil Engineering’s students in Universidade Federal do Acre. Searchers
found out the importance of a mathematic software establishment to be used in solving of not
linear equations troughout this present work. It has been applied Iterative Methods: Bissection
and False Position. These subjects have been studied in Numeric Calculus/Numeric Methods.
Key words — Not linear equations, bissection methods, false position methods.

1 INTRODUCAO

Nas dreas mais diversas das ci€ncias exatas ocorrem, com muita freqiiéncia, situacdes
que envolvem a resolucdo de uma equagdo do tipo f(x)=0. Conforme Figura la, que
representa um dispositivo ndo linear, a fun¢do g que da a tensdo em funcdo da corrente é nao
linear. Dados E e R e supondo conhecida a caracteristica do dispositivo v = g(i), e desejando-
se saber a corrente que vai fluir no circuito deve-se resolver a equa¢do E—-Ri—g(i)=0,
aplicando-se a lei de Kirchoff. Esta situacdo, segundo Ruggiero (1996), tem o aspecto de um

polindmio de terceiro grau, assunto que serd discutido no presente estudo.
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Figura 1a

Serdo estudados métodos numéricos para encontrar um valor x, real que anule uma
funcdo f(x), ndo linear. Segundo Hattori (1995), procura-se encontrar x que satisfaca a
equacgdo nao linear f(x)=0.Se f(x)for um polindmio a equacdo € algébrica , caso ndo seja
um polindmio a equagdo € transcendental.

Para Sperandio (2003), uma equagdo polinomial, algébrica ou transcendental ¢é
representada por f(x) =0 (1), onde f € uma funcdo nao linear a uma varidvel que pode ser
uma fun¢do polinomial, algébrica ou transcendental. Entende-se por funcdo transcendental
aquela que envolve fungdes transcendentais como cosx,e”,Inx, dentre vérias outras. A
equacio x’ —4x’+10x—100=0é um exemplo de equacdo polinomial, e a equacio
xtg x—1=0, um exemplo de equagdo transcendental. J4 a equacdo 1/ (m )—20x=0 ¢
um exemplo de equacgao algébrica.

As solugdes da equagdo (1) sdo denominadas raizes da equag@o ou zeros da funcgdo f.

Em alguns casos de equacdes polinomiais, os valores de x que anulam f(x), podem ser

reais ou complexos. Neste estudo, o interesse estd voltado apenas para os zeros reais de f(x).

Os zeros reais sdo representados pelas abscissas dos pontos onde uma curva intercepta o €ixo

5
ox , conforme ilustracdes a seguir.
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Conforme Bandeira (1998) diz-se que o método € iterativo quando, partindo de uma

&8 b x /eﬂ Z\ & b ¥

Figura 1b Figura 1c

aproximacao inicial, é possivel chegar-se a aproximacdes mais precisas que dependem,

sempre, de valores anteriormente calculados.



Em geral, os métodos iterativos sdo formados por quatro partes:

Estimativa inicial: parte-se de uma ou mais raizes como valores iniciais;
Atualizagdo: hd uma forma que permite atualizar a solu¢@o aproximada;

Critério de parada: deve haver um critério para estabelecer quando o processo
iterativo deve parar;

Estimativa de exatiddo: processo associado ao critério de parada que permite estimar

o erro cometido. (ROQUE, 2000).

A idéia central dos métodos numéricos para resolver fungdes nao lineares € partir de
uma aproximacao inicial para a raiz e em seguida refinar essa aproximacdo através de um
processo iterativo. Assim, o primeiro passo € o de isolar uma raiz, o que significa encontrar
um intervalo [a,b]que contém a raiz, e em seguida refinar, que consiste em, escolhidas
aproximacdes iniciais no intervalo encontrado no primeiro passo, melhora-las sucessivamente
até obter-se uma aproximagao para a raiz dentro de uma precisao & prefixada.

No isolamento das raizes, € feita uma andlise teorica e grdfica da fun¢do f(x) e o
sucesso da fase seguinte, do refinamento depende da precisdao desta andlise.

Na anadlise teérica usamos freqiientemente o Teorema 1: Se,

(a) fix) for diferencidvel em [a, b];
(b) fla)fib)<O e
(c)fl (x) tiver sinal constante em [a, b], entdo existirA uma unica raiz real no

intervalo [a, b]. (HATTORI, 1995).

A andlise grdfica da fun¢do f(x) ou da equacdo f(x) = 0 é fundamental para obter-se
boas aproximagdes para a raiz. Para tanto, diz Ruggiero (1996), é suficiente utilizar um

dos seguintes processos:

1. Esbogar o gréfico da fungdo f{x) e localizar as abscissas dos pontos onde a curva

intercepta o eixo 0_)>c, observe Figura 3a;

2. A partir da equagdo f(x)=0, obter a equacao equivalente g(x)=h(x), esbogar os graficos
das fungdes g(x) e h(x) no mesmo eixo cartesiano e localizar os pontos x onde as duas
curvas se interceptam, pois neste caso f{£)=0 < g(&)=h(&), conforme Figura 3b;

3. Usar os programas que tracam graficos de fungdes, disponiveis em algumas

calculadoras ou softwares matematicos.
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2 MATERIAL E METODOS

Neste artigo, pretende-se analisar problemas de matemaética, em particular solu¢do de
equagdes nao lineares (f(x)=0). Serdo estudados e implementados métodos numéricos
iterativos para encontrar um valor de x, real, que anule a funcdo f(x) ndo linear. Para tal, os

seguintes passos serao seguidos:

e Descricdo e implementacio dos métodos iterativos: Bissec¢do ou Método do Meio
Intervalo e Posi¢do Falsa, deixando-se para outra oportunidade, o método do Ponto Fixo,
o método de Newton-Raphson e o método da Secante.

e Construcdo dos algoritmos e escolha da linguagem de programacao a ser utilizada para

implementar os métodos iterativos supracitados.



Tenciona-se elaborar um software matematico que possa servir como instrumento
auxiliar nas aulas de “Célculo Numérico”, ministradas nos cursos de Matemadtica, Engenharia

Civil e Sistemas de Informagao da Universidade Federal do Acre - UFAC.

3 DISCUSSOES E RESULTADOS

Conforme acima mencionado, serdo apresentados os Métodos Iterativos: Bisseccdo e
Posicao Falsa com seus respectivos algoritmos e telas do protétipo (software implementado
em ambiente C++ Builder 5.0), descritos nas aulas dos cursos que t€ém em sua estrutura

curricular a disciplina de Cdlculo Numérico.

3.1 Método da Bisseccao

Supondo que sejam satisfeitas as condicdes do Teorema 1. O objetivo é reduzir a
amplitude do intervalo [a, b] que contém a raiz até se atingir a precisdo requerida: (b —a) < €,
usando para isto a sucessiva divisdo de [a,b] ao meio, observe-se a Figura 3a. A aproximagao

a, +b,

da raiz é calculada por x,, = ,k =0,1,2,--- . Depois de obtido x,,, € preciso verificar

em qual dos subintervalos [a,,x,,,]ou [x,,,,b, ]estd a raiz procurada. Para isso, examina-se o
sinal de f(a,) f(x,,,). Se for negativo, a raiz estd no intervalo [a,,x, ,]; caso contrario, esta

em [x,,,,b ]. Sabendo em que intervalo esta a raiz, faz-se x,,, = a,,,0u x,,, = b,,, conforme é

descrito no Algoritmo 1.

Algoritmo 1: Método da Bissec¢do ou do Meio Intervalo

1. class bisseccaof
2. public:
3. class funcao funcaol;

4. float calc_raiz_bisseccao(float 10, float 11, float E1){
5. inti, k;

6. float a, b, x, fa, fb, fx, €;

7 a=10;

8. b=1I1;

9. fa = funcaol.calc_funcao(a);

10. /lprintf("\nF(a) = %f" fa);

11. fb = funcaol.calc_funcao(b);

12.  /lprintf("\nF(b) = %f", {b);
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if (a>b Il a==b Il (fa*fb)>=0)

{

}

ShowMessage("Intervalo Invélido!");
return 0O;

e =El;
if (modulo(b-a)<e)

{

}

/lprintf("\nA raiz aproximada e: %f na iteracao: %d.",x,0);
return O;

for (k=1; ; k++)

{

x = (a+b)/2; /* Calculo da nova aproximagao*/
fa = funcaol.calc_funcao(a);

fb = funcaol.calc_funcao(b);

fx = funcaol.calc_funcao(x);

if (modulo(b-a)<e Il modulo(fx)<e)

{

}
if ((fx*fa)<0)

{

return Xx;

if (x<a)

else if ((fx*fb)<0)
{
if (x<b)
{
a=x;
//b =b;



Segundo Ruggiero (1996), a estimativa do nimero de iteracdes é dada por

> log(b, — a,) —log(€) Q)
log?2

A convergéncia € lenta, observe exemplo a seguir:

by—a,=3 e €= 1077, entdo aplicando (2) k 2248 = k =25.

f(x)

Figura 3a - Método da Bisseccao

3.2 Método da Posicao Falsa

Supondo que sejam satisfeitas as condi¢cdoes do Teorema 1. Em vez de tomar a média
aritmética entre a e b, o método da posicdo falsa toma a média aritmética ponderada entre a e
b com pesos If(a)l e If(b)l, respectivamente:

_ df®)|+bf (@) _ af b)~bf (@)
f@)+|f@]  fB)-f@

. visto que f(a) e f(b) t€m sinais opostos e

k =0,1,23,.... Graficamente, este ponto x,,, € a intersec¢do entre o eixo das abscissas e a



reta r(x) que passa por (a,f(a)) e (b,f(b)), segundo Ruggiero (1996), conforme Figura 3b e

Figura 3c:

Jx)

(b)

Figura 3c - Método da Posicio Falsa

A reta r(x)necessariamente cruza o eixo dos x em um ponto x, entre a e b, conseqiientemente
dividindo o intervalo [a,b]em dois subintervalos[a, x,]e [x,,b]. Um dos subintervalos conterd
araiz. Na Figura 3b supracitada o intervalo considerado € [a,x], visto que f(a)<O0,
f(x)>0,entdo f(a)f(x,) <0, portanto pelo Teoremal existe pelo menos uma raiz real no
intervalo [a,x,], o processo se repete até pelo menos um dos critérios de parada (b—a < € ou

| f(x)l< &) ser satisfeito, observe Figura 3c. Observe-se, o Algoritmo 2, que descreve a

situagdo acima.



Algoritmo 2: Método da Posi¢cao Falsa

1. class posicaofalsa{

2. public:

3. class funcao funcaol;

4. float calc_raiz_posicaofalsa(float 10, float I1, float E1, float E2){

5. inti, k;

6. float a, b, x, fa, fb, fx, el, €2;
7 a=10;

8 b=1I1;

9. fa = funcaol.calc_funcao(a);

10. fb = funcaol.calc_funcao(b);
11.  if (a>b Il a==Db Il (fa*fb)>=0)

12. {

13. ShowMessage("ERRO: Intervalo Invalido!");
14. return 0O;

15. }

16. el =El,;

17. e2 =E2;

18. if (modulo(b-a)<el)

19. {

20. return X;

21. }

22. for (k=1; ; k++)

23. {

24. fa = funcaol.calc_funcao(a);
25. fb = funcaol.calc_funcao(b);
26. x = (a*fb - b*fa)/(fb - fa); /* Calculo da nova aproximacgao */
27. fx = funcaol.calc_funcao(x);
28. if (modulo(b-a)<e2 || modulo(fx)<e2)
29. {

30. return x;

31. }

32. if ((fx*fa)<0)

33. {

34, if (x<a)

35. {

36. b=a;

37. a=x;

38. }

39. else

40. {

41. b=x;

42. /la=a;

43, }

44. }

45. else if ((fx*fb)<0)

46. {

47. if (x<b)

48. {

49. a=x;
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50. //b =D;
51. }
52. else
53. {
54. a
55. b=
56. }

57. }

58. }

59. }

Na Tela 3 e Tela 4 do software, f(x)= X -9x+3, I=[23], aplicando o método da
bisseccao, encontra-se a raiz aproximada com quatro iteragdes, para £ = 0,07 e, aplicando o

método da posicao falsa, encontra-se a raiz aproximada com uma iteracio a menos, para

£=0,09.

5 CONCLUSOES

O estudo dos Métodos Iterativos na Resolucao de Equacdes Nao Lineares é de suma
importancia para as dreas de conhecimento nas quais podem surgir problemas modelados na

forma de equacdo polinomial, algébrica ou transcendental, sendo representada por f(x) =0.

Conforme ja mencionado, o objetivo deste estudo é construir um software matematico
utilizando os métodos iterativos intitulados de bisseccdo e posicao falsa, conforme algoritmos
1 e 2 construidos para este fim.

O método da bissec¢do, teoricamente, sempre converge, ¢ sempre possivel obter um
intervalo que contém a raiz da equagao em estudo, sendo que o comprimento deste intervalo
final satisfaz a precisdo requerida. As iteracdes nao envolvem célculos laboriosos. Na pratica
pode nao convergir devido ao erro de arredondamento. A garantia tedrica da convergéncia

tem um custo: a convergéncia € lenta, pois se o intervalo inicial € tal que b, —a, > €e se € for

muito pequeno, o nimero de itera¢des tende a ser muito grande.

O método da posi¢do falsa, assim como o método da bissec¢do, gera uma seqiiéncia
convergente, atendendo as condi¢des do Teorema 1, porém um dos seus defeitos € o fato das
aproximacodes geradas pela férmula de iterac@o se aproximarem da raiz de um lado so6.

Observe-se, a seguir, as telas do software desenvolvido, resultado desta pesquisa.



1ol x| 1ol
éudu A;uda ; o S = = Dil
et —
e Salete Maria Chalb Bandeirs I #1397 +30°0
Hevitan Raphson Simone Maria Chalub Bandeira Bezenna
Z:;::: Polinomios (. Newton Raphson) 0K |
—Adiciohar Funcio:
Sl — s’
Coeficients: I+3 Base: I
E xpoerite: IU Coeficiente: I Ok |
— P Sinine CAamaany
Multiplicadar: I bultiplizador: I
Coeficiente I Coeficients I
Tipa: I j' Ok | Base: I Ok |
Z
Tela 1 - Tela Inicial do Software Tela 2 - Digitador de Funcdes
Méatodo da Bisseccao —iof >l Nii™Método da Posicao Falsa =10} =]

Método da Bisseccgdo

+1=73 28471 #3270

B
Témina da intervale: [3—

Funcio:

Inicio do Intervalo:

An=ernic Fung3o I

Precis3alE1) [oo7 o
EE 3.mvs
= 275 -0, 953125
3 2875 0555671575
4 28128 |-0.0651 85546875
Fiaiz Aprosimada: 28125

Tela 3 - Método da Bissec¢ao

Método da Bisseccio

+1=73 -8x71 +3x70

1

FuncBao:

Inicio do Intervalo:

=] |

T &rming do [ntervalo: |1

FPrecizZolE1]: ID'D?

Caloular I

05 1.375
2 0.25 0.765625

S 0.375 | -0.3222ESEZS

4 0.3125 |o.z1801 7578125

5 034375 | -0.0531 31103515625

R aiz Aproximnada: 0.24275

Tela 5 — Método da Bissec¢ao

Método da Posicdo Falsa
+1=73 -9 +3=70

|2—
T érming do Intervalo: |3—
Ereciema e [oos

FrecisSn(E 2] D03

Fung3o:

Inicio do Intervalo:

lnserir Fung3o I

Calcular

-1.61699771281104
-0.1 74193620681 7632

2. 70000004765372
= 2, 8050682544 7053

e |2 O ETEEE1A2FFOS 001 GRENANON3a67 20

F aiz Aproxinmada: 2.81576561927795

Tela 4 - Método da Posi¢ao Falsa

oy ] 25|

| Método da Posigdo Falsa
+1073 871 #2370
E—
Teémino do Intervalo: [
Frecis&o(E1]: [eor

FungEa:

Infcio do Intervalo:

Inserr Fung3o I

PrecisSalE2): [oo7 TR
0.375 0322265625
2 0.338624328374863 | -0.00373001 61 7431641

F aiz Aproximada: 0338624 328374863

Tela 6 - Método da Posicdo Falsa
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